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UNE Mt THODE TOPOLOGIQUE POUR 
L'ETUDE DE LA PROPRIt TI  DE RAMSEY 

PAR 

ALAIN LOUVEAU 

ABSTRACT 

The paper is devoted to the study of some particular subclasses of the class of 
Ramsey sets, each one associated with an ultrafilter on N. By topological 
methods, we show that every such class contains the analytic sets. This 
generalizes the results of Silver and Mathias on this subject. Furthermore some 
applications to functional analysis are given, and a discussion of the additivity of 
these classes and of the Ramsey property of the ultrafilters is presented, under 
the hypothesis of Martin's Axiom. 

Cet article est consacr6 h l '&ude  d ' une  sous-famille des sous-ensembles 

Ramsey  de ~ ( N ) ,  of  1 ~ ( N )  d6signe l ' ensemble  des parties infinies de N. Cette  

sous-famille, cr d6finie h part ir  d ' u n  ultrafiltre non trivial 0// sur N, permet  de 

g6n6raliser les th6or~mes de Silver et de Mathias  concernan t  les ensembles  

analytiques.  

La  premiere  part ie  du travail est consacr6e h la d6finition de la famille cg~,, et 

la d6mons t ra t ion  du r6sultat principal de cette section: il existe une topologie  sur 

~| plus fine que la topologie  produit ,  et pour  laquelle les ensembles  ayant  la 

propri6t6 de Baire sont  exac tement  les 616ments de c~.  

On  d6duit  faci lement  de ce r6sultat la stabilit6 par  l 'op6ra t ion A de Souslin de 

la famille ~ ,  donc  les r6sultats de Silver et de Mathias sur les ensembles  

analytiques.* 

Dans  la seconde partie, nous appl iquons les r6sultats de la premiere  section 

aux probl~mes d 'ex t ra t ion  de sous-suites. Un  corollaire du th6or~me principal 

pe rmet  d 'ob ten i r  dans certains cas un thSorbme d 'unici t6 de limites. Ce r6sultat 

est ensuite appliqu6 au probl~me des suites s implement  convergentes  presque 

par tou t  en m o y e n n e  de C6saro dans les espaces L~(/~). 

* Depuis la r6daction de cet article, E. Ellentuck a publi6, au J. Symbolic Logic 39 (1974), un 
article, A new proof that analytic sets are Ramsey, darts lequel il d6montre directement, par une 
m~thode topologique analogue h la notre, le th6or~me de Silver, en n'utilisant qne l'axiome du choix 
d6pendant. 
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La troisi~me section est consacr6e h l'6tude du degr6 d'additivit6 de la famille 

~,~ selon l'ultrafiltre 0//. Ceci fournit une classification des ultrafiltres sur N selon 

les cardinaux -< 2 "o, classification dont nous dEmontrons que moyennant  des 

hypotheses convenables, par exemple MA + 2 "o > ~ ,  elle 6tablit des distinctions 

l 'int6rieur des classes d'ultrafiltres d6j~ 6tudi6es, et en particulier des ul- 

trafiltres absolus. 

1. La classe ~ des ensembles compl~tement ~-Ramsey 

Si X est un ensemble, d6signons par ~ ( X )  [resp. ~ ( X ) ,  ~r(X)]  les sous- 

ensembles [resp. infinis, finis] de X. 

Une partie ~f de ~ ( N )  est dite Ramsey s'il existe une partie infinie X de N 

telle que ~ ( X ) C ~ f  ou ~ ( X ) C C ~  (C~  d6signe le compl6mentaire de ~) .  

Historiquement,  l '6tude de la propri6t6 de Ramsey des sous-ensembles de 

~ ( t~ )  a consist6 ~ d6montrer successivement que les ensembles ouverts, puis 

bor61iens puis analytiques pour la topologie produit de ~| 6talent Ramsey. Et 

pour obtenir ces r6suitats, on a cherch6 ~ d6montrer la stabilit6 par certaines 

op6rations de la famille des ensembles Ramsey. 

Malheureusement il est facile de voir que cette famille, au moins en pr6sence 

de l 'axiome du choix, est tr~s peu stable (elle n'est alors pas stable par 

intersection finie). Aussi la difficult6 a 6t6 d'isoler des sous-familles de cette 

famille, contenant les ouverts, et poss6dant de meilleures propri6t6s de stabilit6. 

C'est ce qu'ont  fait Galvin, Prikry puis Silver avec la famille des ensembles 

complbtement Ramsey (cf. [9]). 

Nous proposons ici une autre sous-famille, ~ ,  d6finie ~ partir d 'un ultrafiltre 

sur I% et qui offre d 'une part l 'avantage de permettre des d6monstrations directes 

(la d6monstration du th6or~me de Silver ne fait intervenir par notre m6thode 

que l'existence d'un ultrafiltre non trivial sur N), deuxi~mement d'englober ~ la 

fois les r6sultats de Silver et de Mathias sur les ensembles analytiques, et enfin de 

donner les r6sultats sous une forme topologique qui facilite les applications. 

Notations: Dans toute la suite, q/ d6signera un ultrafiltre non trivial sur N. 

Nous noterons ~ I'ensemble des applications ~ de ~r(N) dans q/. 

Soit ~ ~ dp~, et X = { X l ,  �9 �9 ", Xri, " " " } ,  Xp+l > Xp, une partie de N. Nous dirons X 

satisfait 9 si x~ @ ~r et pour tout p < cardX, xp+t E ~r 

Nous noterons t3, = {X, Xsat i s fa i t r  et (7~ = (7, fq ~ ( N ) ,  (7{ = (7, (q @r(N). 

Soit A la diff6rence sym6trique. Si I E @r ~ E @ ( N ) ,  nous noterons 

IAg~ = { lAX ,  X ~ ~}, et si q~ ~ ~ ,  (71,. = IA(7., et de m~me pour (77.. et (7{,.. 
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DI~FINITION 1.1. Une partie ~a C fi~| est dite compl6tement 01-Ramsey si 

elle v6rifie: 

Nous noterons ~ ,  l 'ensemble des parties compl6tement 01-Ramsey de fi~,(N). 

La D6finition 1.1 peut para~tre peu naturelle. Cependant elle repr6sente un 

bon raffinement de la propriOt6 de Ramsey et de la propri6t6 6tudi6e par 

Mathias et par l 'auteur pour les ultrafiltres absolus, comme le montrent les deux 

propositions suivantes: 

PROPOSITION 1.2. Soit ~ compl~tement 01-Ramsey. Alors gT est Ramsey. 

DI~MONSTRATION. I1 est facile de v6rifier que si ~o ~ ~u, alors l'application 

d6finie par 

,~ ((x,,..., x,}) = n ~ ( { x , , . . . ,  x,})  
p~n  

v6rifie ff E qb,, ~ C 6~ et VX ~ ~ ,  ~ ( X )  C ~7~. 

Si ~ E ~,, il existe alors ~p telle que 6~ C ~" ou ~ c C~. Si X E ~ ( N )  satisfait 

q~, alors ~ = ( X ) C ~  ou ~ ( X ) C C ~ .  

PROPOSITION 1.3. Soit 01 un ultrafiltre absolu, et ~ compl~tement 01-Ramsey. 
Alors ~T v~rifie la propri~t~ de Mathias, c'est-h-dire 

3 u ~ ,  ~ . (u)c~ o u  P~(U)cc~. 

DI~MONSTRATION. Nous utilisons l 'une des propri6t6s caract6ristiques des 

ultrafiltres absolus, 6nonc6e par Sirota et 6tudi6e dans [6], et qui avec nos 

notations s'exprime de la fa~on suivante: 

II y a 6quivalence, pour un ultrafiltre non trivial 01 sur N, entre 

(1) 01 est absolu 

(2) pour toute q~ E *~, il existe 9 ' U  qb,u, q~' constante, telle que ~9~. C 6~. 

La Proposition 1.3 se d~duit immddiatement de ce r~sultat. �9 

REMAROUE. Dans [7], nous avons 6tudi6 la famille cr lorsque 01 est un 

ultrafiltre absolu. La Proposition 1.3 montre que la d6finition donn6e dans [7] et 

notre d6finition de ~ coincident dans le cas 01 absolu. Nous reviendrons dans la 

troisi6me section sur cette proposition et sur la propri6t6 de Mathias. 

Les r6sultats de Silver peuvent 6tre dfduits de l'6tude faite dans [7], mais 

n6cessitent alors l'hypothbse parasite de l'existence d'un ultrafiltre absolu sur N. 
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Nous allons maintenant introduire les deux outils importants de cette section: 

la topologie cg, u et une application m,u qui "mesurera" la grosseur d'un ensemble 

C ~=(~) relativement h la propri6t6 d'&re compl6tement q/-Ramsey. Si f f  est 

une topologie sur un espace X, et Y C X ff-adh Y d6signe l'adh6rence dans X 

de Y pour la topologie ~-. 

Dt~FINITION 1.4. (1) Nous noterons ~d~u la topologie sur ~(~)  dont une base 

est form6e des ensembles ~?~.~, I E ~t(N), ~o E d~, et ~Tu [resp. ~d~] la topologie 

induite par ~d,u sur ~=(~) [resp. ~t(~)]. 

(2) Pour ~ C ~=(N), on note 

m ~ ( ~ ) = { I E ~ t ( N ) ,  ~ p E d p . ,  ~77.,~C~}. 

Les topologies ~ t  sont 6tudi6es dans [6], oO il est prouv6 que ce sont des 

topologies extr6mement discontinues plus fines que la topologie produit. Le 

r6sultat est obtenu h partir d 'un lemme dont nous aurons besoin: 

LEMME 1.5. Soit ~t une partie de ~I(N). Pour que ~ soit ouverte pour udt, il 

faut et il suffit que ~ vFrifie 

V I @ ~ ,  {n, I U { n } @ ~ } E q l .  

L'application m,u de ~(~| ~ (~ t (N))do i t  6tre considdr6e intuitive- 

ment comme une mesure int6rieure des ensembles ~ C~=(l~). On v6rifie 

facilement que m~ v6rifie 

(1) m~ est croissante pour l'inclusion 

(2) Vx, y ~ ~(~| m ~ ( x ) n  m,u(y) = m~(x n y) 

(3) ~ E  c~ ~ m,u(C~)= Cm~(~) .  

PROPOSITION 1.6. Soit ~g C ~=(N). m~u (~) est ouvert et fermd pour ~ .  

DI~MONSTRATION. (1) Soit I E m~ (~),  il existe par d6finition ~ E qb~ telle 

que 67.~C~. On v6rifie imm6diatement que 6~.~Cm~,(~). Donc m,u(~) est 

~ - o u v e r t .  

(2) Soit I ~  m~(~).  Si Fo = {n, I U {n} E m,u (~)} E 0//, on dgfinit, pour n E F0, 

q~, E qb~ telle que 

67~,~.~. C ~ .  

Soit alors ~0 d6finie par q~(O)= Fo 

et ~)({Xl, �9 �9 xp}) = { q~x,({x2," "N', xP})sinonSi, x~ E Fo 
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Alors ~ E ~ ,  et 67.~ C U ~ o  ~77.~,~,~. c ~f. 

Par suite I E m~ (~),  ce qui est contradictoire. Donc 

Y I ~  m~,(,~'), {n, I U { n } U  m~,(~)}~ a//. 

On peut alors appliquer le Lemme 1.5: Cm~(~)  est ~ - o u v e r t .  �9 

PROPOSITION 1.7. Soit 6 un ~7~-ouvert. m~(6)  = ~t(N) O qd~-adh(6). 

Dr~MONSTRATION. (1) Si I E m~ (6), et 6r,~, 9 E qb~, est un voisinage ouvert 

de I pour ~, ,  il faut prouver que 61.~ n 6 est non vide. 

Mais comme I ~ m~(6),  3~r E qb~, ~77,~,C ~. 

Donc tT, ,~n6367.~n67,~,~67,~n~,~o,  off 9 n 9 '  est d6finie par , pn  

9'(J) : 9(J)  n ~'(J), I ~ ~,(N). 
(2) Soit I E  ~t(N) n q$~,-adh(~), et soit 9 Eqb~. 6x.~ n 6 est non vide, et ~dT~ 

ouvert. Par suite m~ (6~.~ N 6)  # O. 

Mais comme 6~,~ O m~ (6) = m~ (67.~) n m~ (8) = m~, (6I.~ n 6), nous en 

d6duisons que I ~ ~d~-adh (m~ (6)). Mais d'apr6s la Proposition 1.6, m~, (6) est 

qd~-ferm6, donc I ~ m~ (6). �9 

COROLLAIRE 1.8. Soit 6 un ~Tu-ouvert. 6 E qg~. 

DflMONSTRAT~Orq. I1 SUffit de prouver l'inclusion C m ~ ( 6 ) C m ~ ( C 6 ) .  Si 

I ~  m~(6), I ~  ~ - a d h ( 6 )  d'apr~s la Proposition 1.7, donc 

Alors 67,',~CC6, donc I ~ m~(C6).  �9 

P~oPosmon 1.9. Soit ( ~ ) ~  une suite d'ensembles compl~tement ~ 

Ramsey. Il existe 9 ~ dp,~ telle que, pour tout n, ~ ,  N (7~ soit ouvert et ferm~ pour 

~7~. 

Dt~MONSTRATION. A chaque I ~ ~r associons 9, ~ @*, v6rifiant 

et posons 9 ( 1 ) =  n~,~9~(I ) .  Nous allons prouver que 9 convient: 

Si X ~ ~f, N 6~, et X = {x~,. �9 x.,.  �9 -}, on a d'apr~s la d6finition de 9, en 

posant X, = {x~,--., x, } 

X ~ 67~,,,,. 

Par suite 6xo .~ , ,n~  est non vide, donc 6~, .... C~. ,  ce qui montre que 

6~,.~• n 6~ est un ~7~-ouvert contenant X et contenu dans 6 ~ n  ~,. Donc 
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C~ O ~,  est voisinage de tous ses points, donc ~37u-ouvert. Appliquant le m~me 
raisonnement ~ C~f,, on en d6duit que r n ~,  est ~dT~-ouvert et ferm6. �9 

COROLLAIRE 1.10. c~ est stable par unions d~nombrables (donc en particulier 

tout ~Tu-bor(lien est dans c~).  

Dt~MONSTRATION. Soient ~,  E cr et ~ telle que g.  n 6 :  est ~37~-ouvert. 

Alors ( U . ~ , ) n  ~ est ~dTu-ouvert, donc d'apr6s 1.8, ( U , ~ . ) n  ~7~  ~r Mais 

ceci implique qu'il existe r  telle que ( ? : , c ( U , ~ , ) A ~ ? :  ou r 

C(( U . ~ . ) n  c:) ,  donc e : , ~ C C (  U .~.) .  

Par suite ~ E m ~ ( U . ~ . )  u m~(C( u ~.)). Le m~me raisonnement appliqu6 aux 

translat6s ( I h ~ . ) . ~ ,  pour chaque I ~ ~(N), prouve que 

Donc U ,:T, ~ ~,. 

COROLLAIRE 1.11. Soit ~* = {~ C ~=(N), m~(C~) = ~t(N)}. AIors 

(1) ~ E ~ * r  et m,u(~f)=O 

(2) ~* est un g-iddal. 

DEMONSTRATION. (1) est imm6diat. Remarquons qu'un ~37~ ouvert non vide 
n'est jamais dans ~ .  

(2) ~*  est 6videmment un id6al. Soit (~f,) .~ une suite d'616ments de ~[ .  Par 

translation, nous pouvons donc nous ramener ~ d6montrer que O E 
m~(CU,~f,).  D'apr6s 1.9, ::1r ~qb~ telle que Vn~fn O C: soit ouvert pour ~7~. 

Comme ~.  N ~ : ~  ~ ,  ~ ,  n 6~:~ ~3, donc ~7:CC U ,~,.  �9 

COROLLAIRE 1.12. ~*  est l'ideal des ensembles cgTu rares, qui coincide avec 

l'iddal des ensembles ~-maigres .  

Dr~MONSTRATION. Ceci r6sulte des deux remarques suivantes: 
(1) ~7~-int(~)=Qr m ~ ( ~ ) = ~ :  En effet si m , , ( ~ ) ~ ,  �9 contient un 

ouvert non vide ~7.~ et si ~37~-int (~f) ~ ~,  alors ~ ~ m~ (qdT~int (~f)) C m~ (~f). 

(2) Si ~ @ ~ ,  alors m~(~)=m~(CgT~-adh~f):En effet m ~ ( ~ ) C m ~ ( ~  

adh ~ )  et si I ~  m,,(x),  alors comme ~f ~ ~ ,  I ~ m~,(C~f), donc ::le ~ ~ ,  telle 

que ~7.~CC~f, donc ~7.~CC(~gT~-adh ~f), donc I ~  m~(qd~adh ~f). 
Supposons ~fcg~, rare. Alors Cg~adh~ est d'int6rieur vide, donc 

m~ (~d~-adh ~f) = ~ .  D'apr~s 1.8, ~dZ~-adh ~f ~ ~r Donc 

~dT~-adh~E ~*,  donc ~ aussi. 



Vol. 23, 1976 PROPRII~TI~ DE RAMSEY 103 

R6ciproquement, si ~ ~ cr alors ~ ~ ~ ,  et nous pouvons appliquer (2): 

m~(~3~ adh Y()= ~3. Done ~ - a d h  ~ E ~*, done est d'int6rieur vide, et ~ est 

rare. 

Pour terminer la d6monstration, il sutiit de remarquer que d'apr6s 1.11, ~*  est 

un o--id6al. On en d6duit en particulier que pour ~37u, tout maigre est rare. �9 

THI~ORI~ME 1.13. Soit g~ C ~ ( N ) .  II y a ~quivalence entre 

(1) ~ C ~ 

(2) gT a la propridtd de Baire pour ~7~. 

DI~MONSTRATION. Le travail a pratiquement 6t6 d6j/~ fait: Si ~ E ~ , ,  alors 

m ~ ( ~ ) =  m~(~q~-adh ~) ,  done ~ = ~7~-adh ~ '- ~f est un 616ment de ~ qui 

v&ifie 

m ~ ( ~ ) = Q .  Done ~ E ~ * ,  

done est rare d'apr& 1.12. 

Done ~ = ~dTu-adh :~ - '  ~ est de Baire pour ~ .  

R&iproquement,  si ~ a la propri6t6 de Baire pour ~7~, ~ = ~ A ~ ' ,  ofl ~ est 

~3~-ouvert et ~ '  est cgT~-maigre. Mais d'apr6s 1.8 les ~Tu ouverts sont dans ~ ,  et 

d 'apr& 1.12, les ~37u maigres sont dans ~Tu. Done ~q ~ ~ .  �9 

Notons M la plus petite famille engendr6e h partir des ouverts pour la 

topotogie produit sur ~=(N) par l'op6ration A et par compl6mentaire. (M 

contient en particulier les ensembles analytiques et les ensembles co- 

analytiques.) 

COROLLAmE 1.14. ~ est stable par l'opdration A. En particulier M C %u. 

DEMONSXRATION. Ceci est vrai des ensembles ayant la propri6t6 de Baire sur 

tout espace topologique. De plus, comme la topologie q3~ est plus fine que la 

topologie produit, M C ~ .  �9 

Utilisant ce corollaire et les propri&& 1.2 et 1.3, on en d6duit les r~sultats de 

Silver et Mathias: 

COROLLAmE 1.15. 

(1) Si ~ ~ M', ;Test Ramsey. 

(2) Si ql est un ultrafiltre absolu, et ~ ~ M, alors g~ a la proprigtd de Mathias 

relativement fi ~ 

Dans la seconde section, nous allons appliquer le Th6or6me 1.13 h des 

probl6mes d'analyse fonctionnelle. 
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2. Applications h l'analyse fonctionnelle 

Nous ailons d'abord appliquer le Th6or~me 1.13 & un r6sultat d'unicit6 de 

limites: 

PROPOSITION 2.1. Soit ~ ( ~ )  muni de la topologie ~Tu, et f u n e  application 

ayant la propridt~ de Baire de ~ ( N )  dans un espace E & base d~nombrable. Il 

existe alors q~ @ r telle que f soit continue sur ~7"~, donc en particulier X ~ ~(Ihl), 

tel que f soit continue sur ~=(~). 

DI~MONSTRATION. E 6tant h base d6nombrable, et f ayant la propri6t6 de 

Baire de ~| dans E, f e s t  continue sur un ~dT~- G~ rEsiduel de ~| Comme 

pour ~dT~, tout maigre est rare, f est continue sur un ~37u ouvert dense ~. En 

particulier ~ E m(~7), donc :1~ E cI)~, ~7~ C ~7. �9 

PROPOSITION 2.2. Soit [ une application continue de (~| ~Tu) darts un 

espace E oft tout point est un (36, vdrifiant, pour I E ~t (N) et X E ~| 

f ( / A X )  = f(X). 

Alors f est constante. 

DI~MONSTRATION. S i x  Ef(~| et (V.),~N est une base de voisinages 

ouverts de x darts E, les q~-l(V,) sont des ~dTu-ouverts non vides v6rifiant 

IA~-I(V,)  = ~o-~(V.), I E ~I(N). Donc n ,~o-t(v,) est ~37~ dense, et f e s t  

constante sur cet ensemble et continue partout. Donc f est constante. �9 

Utilisant ces deux propositions I'une apr~s l'autre on obtient le: 

COROLLAIRE 2.3. Soit f une application de ~| dans E ~ base ddnombrable 

vdri]iant 

(1) pour tout V ouvert de E, ~o-I(V)E sg, 

(2) V I E  ~t(N), f ( I A X )  = f ( X ) .  

II existe alors ~o E ~ telle que f soit constante sur t~ ,  donc en particulier 

X E ~| tel que f soit constante sur ~| 

REMARQUE. Le coroilaire a 6t6 obtenu ind6pendemment et plus t6t par 

Sucheston et Figiel (non publi6) qui l'ont appliqu6 & l'6tude de la propri6t6 de 

Banach-Saks dans les espaces de Banach. 

Nous allons l'utiliser pour l'6tude de la convergence C6saro presque partout 

dans les espaces L~(/~). 
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THI~ORI~ME 2.4. Soit tz une mesure sur un espace mesurable, et Po une propridtd 

des suites de jronctions tz mesurables qui est h&dditaire (i.e. toute sous suite d'une 

suite vgrifiant Pole v~rifie aussi ). 
Les deux propositions suivantes sont alors ~quivalentes : 

(1) De toute suite (f,) de L~(tx ) v&ifiant Po, on peut extraire une sous-suite 

convergeant C~saro simplement I~ p.p. 

(2) De toute suite (jr,) de L~(p.) v&ifiant Po, on peut extraire une sous-suite dont 

toutes les sous suites convergent C~saro simplement tz p.p. vers la m~me limite. 

Dt~MONSTRATION. Soit (f.) une suite de fonctions de L~(/z) v6rifiant Po, et 

~f = {X, (f,) ,~x converge simplement en moyenne de C6saro /x p.p.}. 

Si X = {xa, - . - ,x . , . . .} ,  on note X, = {x l . . .  x,} et jr, = (1/1II)~,~I/, Alors 

{ { _>!l_<!l ~ =  0 Y Q Xl i z  x l3p '3q 'p<=N'q<-Nl j rx '+"(x) - j rx '*"(x ) l -n) -n)"  

Comme l'application 

x- ,  1} 

est localement constante, donc continue, ~ est un F~s de ~| muni de la 

topologie produit. D'apr~s 1.13, il existe X0E ~t(N) tel que ~| ou 

~|176 Comme Po est h6r6ditaire, ( / , ) ,~o  v6rifie Po. Donc d'apr~s (1), 

~=(Xo) O ~ O. Donc ~| C gf. 

I1 reste ~ obtenir l'unicit6 de la limite. Pour cela, d6finissons jr, de ~=(Xo) dans 

LI(/~), par [x(x)=lim[x,(X)l~ p.p. jr v6rifie jr(IAX)=jr(X). Pour pouvoir 

appliquer le Corollaire 2.3, il faut que l'espace image soit/~ base d6nombrable. 

On pose alors X = L~(~) muni de la topologie de la convergence en mesure, 

avec la distance d (jr, g) = inf {a, ~ {x I jr(x ) - g (x) ] _-> a } -< a }, et E = 

adhx{/1, I E ~t(Xo)}. E est m6trique s6parable, donc ~ base d6nombrable, et 

comme la convergence /z p.p. implique la convergence en mesure, 

f(gL(Xo)) C E .  

Enfin, si g E E  et e >0 ,  notant B ( g , e ) = { f , d ( g , f ) ~ e } ,  on a 

[ - ' ( B  (g, e )) = { X  E ~=(Xo) , /z  {x ] fx (x)  - g (x) l  > e } =< e } 

et comme l'application X ~ / z { x ,  V p ~ N [ f x m + . ( x ) - g ( x ) l  >=e-(1/n)} est 

loealement constante, done continue, f- l(B(g,  e)) est un G~.a de ~| muni de 
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la topologie produit, donc nous pouvons appliquer le Corollaire 2.3:I1 existe 

X1 E ~| tel que f soit constante sur ~=(X1). La suite (f,),,Ex, v6rifie (2). �9 

Chatterjee ([3]), Komlos ([5]) et Gaposhkin ([4]) ont d6montrE que les deux 

propriEt6s (1) et (2) Etaient vraies dans tout espace L~(/z) lorsque l'on prend pour 

Po la propriEtE d'Etre une suite bornEe de Ll(/x). 

Mais la demonstration de (2) utilise une propriEtE technique plus forte que la 

propriEtE (1) et qui est hErEditaire et vraie dans tout L~(/x), alors que par notre 

mEthode, (2) se dEduit de (1) sans recourir h une propriEtE technique auxilliaire. 

REMAROUE. Le Corollaire 2.3 ne reste pas vrai lorsqu'on remplace 

l'hypoth~se E h base dEnombrable par E compact separable, comme le montre 

le contrexemple suivant, pourtant tentant: 

Plaqons nous dans les hypotheses du ThEor~me 2.4, et soient Or,)vErifiant (1). 

On dEmontre facilement que l'application f dEfinie dans la demonstration du 

thEor6me est constante sur un ~7~-ouvert dense, en utilisant 2.1 et 2.2. Par suite 

la limite commune des sous-suites convergeant CEsaro ne depend que de 

l'ultrafiltre a//. 

Supposons maintenant avoir une suite (f.),E~ de fonctions continues sur ~ (N), 

bornEes en norme par 1. Alors pour toute p. E ~1(~(1~)), la suite (f,) est bornEe 

dans Ll(p.), et d'apr6s le rEsultat de Gaposhkin, vErifie (1). 

Donc 0// &ant fixE, on peut dEfinir pour chaque p. une fonction unique f ,  de 

L,(/z). 

Soit ~ l'application X-->{x E~(N), f• converge simplement quand 

n --> ~} de ~ ( N )  dans 2 ~N). Alors ~ est borElienne et ~ ( IAX)  = ~p(X). 

Si nous pouvions appliquer le Corollaire 2.3 h q~, on voit facilement que l'on en 

dEduirait alors une fonction f unique telle que f = f ,  /z p.p., donc une f 

universellement mesurable vErifiant (2) pour toute /z E~.9~(~(~l)). Mais, en 

appliquant (2) & chaque s., x E ~(N), on en dEduit que 

Vx f(x)=limf,(x) 

et ceci est impossible en g6n6ral: On peut facilement trouver des f,, par exemple 

les fonctions (1,u.),E~, o/1 o-//. est l'ultrafiltre de base {n}, continues sur ~(N), et 

telles que lim~f, ne soit pas universellement measurable. 

3. La propri~t~ de Mathlas et l'additivit~ de ~ 

Pour 6tendre h d'autres classes d'ensembles les r6sultats obtenus pour les 

ensembles analytiques, deux voies sont possibles: D'une part, 6tudier l'ap- 
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partenance h cCu des ensembles projectifs des classes sup6rieures, et d 'autre 

part, la stabilit6 de ~ par des op6rations non d6nombrables, en particulier les 

unions de cardinal < 2% 

En faisant cela pour les ensembles compl6tement Ramsey, Silver ([9]) a 

d6montr6 d 'une part que l 'axiome de Martin (MA) implique que les ensembles 

compl6tement Ramsey sont stables par unions de cardinal < c, donc en 

particulier MA + 2 Mo > 1~1 implique que les PCA sont Ramsey. 

D'autre part, en utilisant les m6thodes de Shoenfield, il a prouv6 que 

moyennant  l 'existence d'un cardinal mesurable, on peut 61iminer l 'hypoth~se 

parasite MA + 2 "~ > M1. 

Les m6thodes employ6es ici ne conviennent pas pour utiliser les r6sultats de 

Shoenfield, puisque la d6finition de ~ fait intervenir un ultrafiltre non trivial. 

Aussi les seuls r6sultats que nous connaissions sont les suivants: 

(1) Si V = L, on construit facilement un ultrafiltre absolu PCA et CPCA. 

Comme 0// absolu--~ 0-//C c~, on en d6duit un q/ tel que tousles  PCA et CPCA 

ne sont pas n6cessairement compl6tement q/-Ramsey. 

(2) Avec MA, et si les ensembles PCA sont compl6tement Ramsey (par 

exemple si 2 ~~ > N1, ou s'il existe un cardinal mesurable), alors l 'ensemble des 

ultrafiltres 0?/ pour lesquels les PCA sont dans %u est dense dans/3 N -  N. Mais 

nous ne savons pas si dans ce cas les PCA sont dans qg~ pour tout q/. 

La seconde direction d'6tude v a s e  r6v61er plus riche. Alors qu'avec M A l e s  

ensembles compl6tement Ramsey sont stables par unions de cardinal < c, nous 

allons voir que sous la m~me hypoth6se, les ensembles ~ peuvent avoir, selon 

le choix de q/, tous les degr6s d'additivit6 possibles. Classant les ultrafiltres selon 

ce degr6, nous obtenons une notion qui 6tablit une distinction h l'int6rieur de la 

famille des ultrafiltres absolus (moyennant MA + 2 No > 1~1), ce qui r6pond h une 

question de G. Choquet.  

Au lieu d'6tudier directement l'additivit6 des classes ~ ,  nous allons nous 

int6resser h la propri6t6 de Mathias. Comme les deux notions coincident lorsque 

q /es t  absolu, nous obtiendrons en m~me temps les r6sultats d'additivit6 pour les 

deux classes. De plus, ceci permet  de caract6riser, combinatoirement et to- 

pologiquement la propri6t6 qui doit ~tre ajout6e ~ 0// absolu pour que ~ ait un 

meilleur degr6 d'additivit6. 

Les classes ~JY~ et ~)Y~ sont d6fines par analogie avec les classes ~ et ~* ;  en 

se restreignant aux q~ E qb~ qui sont constantes. Si cette constante est U on a 

alors ~Y~ = ~=(U),  et notant ~7~, par abus de notation, ~YTv, on pose 
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et 

~ * = { ~ c ~ 4 ~ ) ,  Tier(N), ~ u e  OR ~7~,cc~ ~ 

Avec ces nouvelles d6finitions, la Proposition 1.3, peut &re compi6t6e en: 

PROPOSITION 3.1. Les assertions suivantes sont dquivalentes, pour all ultrafiltre 

non trivial sur N: 

(1) OR est absolu 

(2) ~33~ = r 

(3) ~ est tr-additif 

(4) ~30 C~.IR~ [ou Go d&igne la famille des borgliens de ~| 

DI~MONSTRAT1ON. 

(1) ~ (2) est la Proposition 1.3. 

(2) ~ (3) r6sulte du Th6or6me 1.13: %u est toujours tr-additif. 

(3) ~ (4): I1 est facile de v6rifier que, pour tout oR, les ouverts et ferm6s pour 

la topologie produit sont toujours dans s.I~. Par la ~-additivit6, on obtient 

~3o C ~ .  
(4) ~ (1): soit ~ = (X.).~N une partition de N en ensembles non dans oR. II 

faut prouver qu'il existe U GoR tel que Vn U O X< = I .  Soit ff'~ = 

{X, Vn X f3 X, _--< 1}. ~f~ est un F~, donc d'apr6s (4), ff'~, E ~ .  Par suite, il existe 

U E  oR tel que ~| ou ~ = ( U ) C s  Comme il est facile de voir que 

~ ( u )  n ~~  0, u e ~ .  �9 

La cr-additivit6 de ~ a 6t6 obtenue, dans la premiere section, grace ~ la 

Proposition 1.9, analogue du lemme de Galvin Prikry pour les ensembles 

compl~tement Ramsey (cf. [9]). Comme nous voulons g6n6raliser cette proposi- 

tion, nous allons d'abord 6tudier pour quels ultrafiltres la Proposition 1.9 est 

vraie pour la famille ~.)3~ : 

DI~FINITION 3.2. Un ultrafiltre iibre oR sur ~ est dit Galvin-Prikry si pour tous 

(~f,),~N, ~ ,  ~ ~ ,  il existe U ~ oR tel que ~ ,  n P| soit ouvert dans ~| 

pour tout n. 

LEMME 3.3. Soit oR un ultrafiltre P-point sur ~. Alors pour toute q~ ~ ~ ,  il 

existe un U ~ oR tel que {I, U - I  Cq~(I)} est cofinal, pour l'inclusion, h 9t(N). 

DgMONSVaATION. Soit U ~ qui diagonalise les q~(I). Un tel U ~  oR existe 

puisque oR est P-point. On pose alors U]=q~( l ) f3  U ~ U] = n{u~,, 

sup J =< sup I}, puis U 3 = U ~ -  {[0, s u p ( U  ~ f3 C U])] U [0, sup I]}. On obtient 

alors une famille (U]) d'616ments de oR qui v6rifie (en posant U ~ = {x,,, m ~ ~}) 
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V/, ::l n (I)  U3 ~ = {x,., m _-> n (I)}, avec n (I) =< n (J) pour  sup I _-< sup J. 

Si {k ,n({k})= k +1} est infini, U ~ convient. Sinon, on peut supposer cet 

ensemble vide, et on pose lp.,  = n({xa.}), puis U, = ~ . [ x , , . ,  x~ .... [ et 

U~ = U p [x~.+,, Xl .... [. L'un des U. i = 1 ou 2, est dans q/. II convient: En effect 

il v6rifie que K = {k, U - { x o , . . . , x ~ } C  U~o..~,~} est infini. Mais si 1 ~  ~t(N), 

B k E K, sup I = x~. Alors I C [0, x~ ] et 

3 
U - [0 ,  x~ ] = U - {Xo, �9 �9 -, x~ } .c U~,o , . . . ,~  c ~ ([0,  x~ ])  

par d6finition des U~. �9 

TIq~OR~ME 3.4. Les propositions suivantes sont ~quivalentes, pour ~ ultrafiltre 

libre sur N: 
(1) q /es t  Galvin Prikry 

(2)~.]R * est tr-additif 

(3) pour toute famille ( UI,.), I ~ ~t(N, n ~ ~, d'dldments de all, il existe U ~ ~ 

tel que Vn, ~I (n )  v~rifiant I ( n ) C  U C I ( n ) U  U..) , .  
(4) 0//est P-point. 

DI~MONSTRATION. 

(1) f f  (2): soient ~f. E ~./R*. D'apr6s (1), il existe U tel que Vn, if'. O ~| 

soit ouvert dans P~(U). Mais un tel ouvert relatif ne peut &re dans ~JR* que s'il 

est vide, par suite ~=(U)CC(Ug~.). Le m6me raisonnement appliqu6 aux 

translat6s (IA~.).~N, I E ~f(N), prouve que U .Y'. ~ ~.IR*. 

(2) ~ (3): posons, pour n ~ N, ~f. = U ~.j(~)~?7,v,... On v6rifie facilement que 

c ~ .  c ~21~*, donc d'apr6s (2), U . c~ f .  E ~ * .  Par suite 3 U E  0// tel que U E  

N .~. .  Donc Vn, 3I (n )  U E GT(.).u,,.).. et ceci veut exactement dire I ( n ) C  U C 

UI(.),.. 

(3) ~ (4): si (U.) ,  n ~ N  est une suite d'616ments de ~,  on pose pour 

I ~ ~t(N), U~,. = U.. D'apr~s (3), il existe U E q/ tel que Vn, 3I (n) ,  U - I ( n )C  

U.. Donc U -  U. est fini. 

(4) # (3): pour chaque n, on peut trouver d'apr~s le Lemme 3.3 un U. E 0// 

tel que J. = {I, U. - I C U~,.} est cofinal ~ ~I(N). Si U E e//diagonalise les U., on 

pose I ~  U - U . ,  et I ( n ) E J . ,  I ( n ) D I ~  Alors I ( n ) n  U C U  et U -  

I (n)  M U C U. - (I~ 0 I(n))  = U. - I (n)  C U,,.. 
(3) # (1): soient ~ E 9J~. On choisit, pour  tout I E :~(N) U~,, ~ 0/ tel que 

(77,v,,. C ~f. ou ~7,u,,. C C;T., et tel que Uj,. C U/,. pour J C L Soit alors U E ~ tel 

que Vn, 3I(n) ,  U - I ( n ) C U . . ) , . ,  et soit X E ~ . A P |  (Tx~. . ) ,u- . . )C 

~7]n~(.).v . . . .  ,.).. est contenu dans ~ .  ou C ~..  Comme X E ~ .  n ~;,o,(.).u-..~, 
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6xnt(,).u-1(,) est un voisinage ouvert de X dans ~ ( U ) ,  et par suite ~ ,  A ~| 

est ouvert dans ~ ( U ) .  �9 

Ce th6or~me va nous permettre de d6finir des extensions de la notion de 

P-point  en rapport avec l'additivit6 de ~2~, et d'absolu en rapport avec 

l'additivit6 de ~ .  

Toutes ces extensions n'ont d ' inter& qu'en niant l 'hypoth~se du continu, c'est- 

h-dire en supposant 2 "o > N1. Mais ceci est possible car si les premiers th6or~mes 

d'existence d'ultrafiltres sp6ciaux utilisaient 2 -~ = N~, les travaux de Booth ([2]), 

puis de Biass ([1]) ont montr6 que des hypothbses strictement plus faibles 

sutlisaient pour faire les principales constructions, en particulier l 'axiome de 

Martin (MA). Dans cette section, les principaux th6or6mes d'existence sont 

obtenus moyennant  cet axiome. En cons6quence, les d6monstrations utilisent 

f requemment ,  dans des lemmes pr61iminaires, des m6thodes de forcing. Pour ces 

m&hodes, et pour l '6tude de l 'axiome de Martin, nous renvoyons h [8], 06 est en 

particulier 6nonc6 le r6sultat de consistence suivant, qui montre le champ 

d'application des r6sultats de cette section: 

Soit ~ un module ddnombrable standard de ZF, et 0 un ordinal tel que dans el1 

"0  est un cardinal rdgulier et 0' < 0 ::), 2 ~ =< 0"  est vrai. II existe alors une 

extension gdn&ique de Jl  qui vdrifie MA + 2 -0 = 0. 

Dans ce qui suit, A, N d6signeront des cardinaux, a,/3, 77, ~:, des ordinaux. Si 

92 C ~ ( X ) ,  oO X est un ensemble, 92 est dit N-additif si pour tout A < N, toute 

union de A 616ments de ~ est dans 92. 

L'extension naturelle de la propri6t6 topologique des P-points dans / 3 N - N  

conduit aux d6finitions suivantbs: 

DI~FINITION 3.5. 

(1) un ultrafiltre q/ sur N e s t  dit n-stable, si pour toute famille (U~)~<~ 

d'616ments de q/, A < N, il existe U E q/, U - Ue est fini pour tout s r < A. 

(2) Pour tout q/, on note N,(q/)  = sup{N, q/ est n-stable}. Np(~ est appel6 

degr6 de stabilit6 de ~.  

REMARQUES. 

(1) Dans le cas N = c, la notion 3.5 (1) avait 6t6 envisag6e par Booth dans sa 

th~se ([2]) sous le nora de super P-points. 

(2) On a toujours N0 ~ Np (e/l) _-< 2 -~ et la notion habituelle de P-point  corres- 

pond h np (e//) __> n,. 
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PROPOSITION 3.6. Soit OR un uhrafiltre libre, oR est I~p ( oR )-stable, et 1% (oR) est 

un cardinal rggulier. 

DEMONSTRATION. oR est Np (oR )-stable d'apr6s la d6finition de l'l~-stabilit& 

Comme oR n'est pas Xp (oR)+ stable, il existe une famille (U~)~.,(~) d'616ments de 

oR, non diagonalisable. Par /'l%(U)-stabilit6 de oR, on en d6duit une famille 

(U~)~<.,t~) d'616ments de oR non diagonalisable et presque d6croissante (i.e. 

d6croissante aux ensembles finis pr6s). Mais si I%(oR) n'est pas r6gulier, il existe 

A cofinal fi I~p(oR), card A < Np(oR). Alors la famille (U~)~A est diagonalisable 

et cofinale fi (U~)e<.,~), ce qui est contradictoire. 

La th6or6me qui suit est l 'analogue du Th6or~me 3.4. II montre que toutes les 

g6n6ralisations de la notion de P-point envisageables d'apr~s ce th6or6me sont 

6quivalentes: 

THEOREME 3.7. Les propositions suivantes sont dquivalentes ; pour oR ultrafihre 

non trivial sur N: 

(1) oR est I~-Galvin Prikry: Pour toute [amille (~e)e<a d'glgments de ~YJ~, et 

A < N, il existe U E oR tel que V~ < A, ~ge f) ~| est ouvert dans 3a=(U) 

(2) ~22~* est ~-additi f  

(3) pour tous (U~,e), I @ ~t(N), ~ < A, U~.e E oR et h < 1~, il existe U ~ oR tel que 

v~  < ,~, 3 I (~ )  c u u - i (~)  c u.~?,, 

(4) oR est ~-stable. 

DEMONSTRATION. Si N = ~to, les 4 propri6t6s sont v6rifi6es pour toute ul- 

trafiltre libre oR. Si N-> ~ ,  la d6monstration est formellement analogue /~ la 

d6monstration du Th6or6me 3.4. Dans la d6monstration de (4) ~ (3), on utilise 

le fait que oR ~-stable, ~t _-> ~t~, implique oR P-point, donc que I'on peut utiliser le 

Lemme 3.3. 

Nous allons maintenant d6montrer l'existence d'un ultrafiltre oR de degr6 de 

stabilit6 donn6 ~t _-< 2 "o, en utilisant MA. Booth avait d6jfi d6montr6 ce r6sultat 

d'existence dans le cas ~t = 2 "o. La difficult6 de ia construction dans le cas g6n6ral 

provient du fait qu'il faut 6viter que oR soit N+-stable, difficult6 qui n'existe pas 

dans le cas 6tudi6 par Booth. 

La construction par r6currence va &re possible grace au lemme suivant, dfi/~ 

So!ovay, et qui se d6montre par des techniques de forcing. 

LEMME 3.8. (Solovay, [8].) (MA.) Soient ~ < 2 '~ et (A~)~<, et (Br162 des 

familles de parties de ~ vdrifiant pour tous 

~o, ~,  " " ", ~,  Beo "-- 6 At, est infinie. 
1 
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II existe alors X C I~1 tel que VG, X O Ae est fini et X N Be est infini. 

THEORE~E 3.9. (MA.) Soit I~ un cardinal r~gulier, N <= 2 "~ L'ensemble  des 

ultrafiltres libres 91 sur ~ tels que ~1~(91) = 1~ est dense dans ~8~ "- ~. 

Dr~MOr~STRATION. On commence par d6finir une famille (X~)~<, strictement 

presque d6croissante, de parties infinies de N, c'est-~-dire v6rifiant 

' r  ~ X ~ - X ~  est fini, 

et VG < al, X~ -" x~+, est infini. Ceci est possible par applications successives du 

Lemme 3.8, ofi on prend pour tout G, Be = N. (Si ~ = c, la d6monstration est 

finie.) 

On d6finit ensuite par r6currence une famille (X~)~<~-o de parties de N. Soit B 

l 'ensemble des families (A~)r A < ~. Alors 

cardB=< U 2~ e t comme  M A = > 2  * ~ 2  -0 pour h < 2  -0 , cardB_-<2 -0 . 
A < N  

On indexe B sur les ordinaux a < 2 "~ et on construit les X.  v6rifiant 

(1) VI ~ Pr(2"~ VG<N,  3,0(I, G) tel que X,~,~ = n ~1 x ~  n x ~ n c x ~  soit 

infini; 

(2) Va, ou bien ~'G < ;t~, X~ n A7 est fi~i, ou bien ::lG(a), X~ = A~(a). 

Si 91 est l'ultrafiltre engendr6 par les ensembles cofinis, les (X~)e<. et les 

(Xa)~<2-o, 91 est N-stable d'apr~s (2), et non N+-stable puisque d'apr~s (1) il ne 

diagonalise pas la famille (X~)~<.. 

La construction peut 6tre commenc6e, car X,,~,, = X~ O C X  ~ est infini pour 

,0 > G. Supposons avoir d6fini les (X~)~<~. 

l e t  cas : V I E  ~ ( c t  ), VG < N, 3"0 (I, (;) tel que VJ E P~(A,, ), Xr.e., "-- U ~'EJ A ~, 

est infini. 

On applique alors le Lemme 3.8 aux deux families (A~)e<~ et Xt~.,,(x.o, 

I ~ ~ ( a ) ,  G < ~. Si X v6rifie les conclusions du lemme, on peut poser X = X~. 

22me cas: Sinon, il existe Io et Go tels que V"0 < 1~, ::lJ = q~("0), J ~ ~I(A~), tel 

que X~o.~o.~ - U ~ j  A ~ est fini. 

D'apr~s la rggularit6 de N, il existe 3"o E Pr(A~ ) tel que q~-~(J0)soit cofinal ~ N. 

Si X = U t~Jo A 7, alors VL G, "0, X n Xt.t.~ v6rifie, pour 77' E ~-~(Jo), X~o.eo,~, O 

X~.~.~ -" X n X~,~.~ est fini et X~o.~o,~, n Xt.~,~ = X~o~.~p(~o,O.~o~(~,.~) a un ensemble fini 

pr~s. Par suite, si "0 = 7/(/0 U/ ,  sup(Go, G)) et "0' -> "0 (ce qui est possible d'apr~s la 

cofinalit6 de ~-~(J0)), alors X n X~.e.~ est infini. 

Comme X = U ~ o  A 7 et que l 'ensemble des parties ne v6rifiant pas (1) est 

un id6al, I'un des A~, A~(~), v6rifie aussi (1). On pose X~ = A~(~). �9 
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REMARQUE. D'apr~s cette d6monstration, on voit qu'on peut construire un 

ultrafiltre de degr6 de stablilit6 It dans tout ouvert de /3N-N.  

Pour 6tendre la notion d'ultrafiltre absolu, on peut soit utiliser la Proposition 

2.3.1, soit les r6sultats qui pr6c~dent. Nous allons prouver que ces deux 

extensions, moyennant MA, sont 6quivalentes. 

Df~FINmON 3.10. Si ~ est un ultrafiltre non trivial sur I% 0//est dit It-Ramsey 

si 0-// est absolu et It-stable. 

On note ItR (0//) = sup{it, 0//est It-Ramsey}, degr6 de Ramsey de q/, lorsque q/ 

est absolu. Si q/ n'est pas absolu, on pose par convention Ita(0//)= Ito. 

D'apr~s ce qui pr6c~de, si q/ est absolu, alors ItR ( q / ) =  Itp(0//). 

THI~ORI~ME 3.11. (MA.) Soit ~ un ultrafiltre non trivial sur N, It <-_ c. II y a 

dquivalence entre 

(1) q /es t  I t -Ramsey  

(2) ~/R~ est It-additif. 

DI~MONSTRATION. On peut supposer It---> Itl, car dans le cas de Ito, tout 

ultrafiltre libre v6rifie (1) et (2). 

(1) ~ (2) n'utilise pas l 'axiome de Martin. Si (~)~<~, A < It, sont des 616ments 

de ~R~, il existe U E 0// tel que V~, ~ n ~ ( U )  est ouvert dans ~| Alors 

( . ( 3 ~ 0  n @| est ouvert dans ~ ( U ) ,  donc bor61ien, et d'apr~s 1.13, appar- 

tient h cr Enfin 0g est absolu, ~)~ = cr d'apr~s 3.1. 

(2) ~ (1) Comme It => Its, ~ , ,  est tr-additif, donc 0// est absolu (Proposition 

3.1). I1 reste/t prouver que ag est It-stable. Mais si (U~)r A < It est une famille 
d'616ments de q/, on pose pour chaque ~, ~ge = { X , X - U ~  est fini}. Les 

ensembles ~r E ~]9~, donc d'apr~s (2) O r ~ E ~2R,,. Donc il existe U ~ q/ tel 

que ~ ( U ) C  r ) ~ o u  ~ |  c c r " l ~ .  

Mais d'apr6s le Lemme 3.8, MA implique que ~ |  n , ~ , # ~ .  Donc 

U ~  fq ~ .  �9 

Nous avons donc trouv6 une extension de la notion d'ultrafiltre absolu qui 

r6pond au probl~me de l'additivit6 de ~.Y~,,. Nous allons terminer cet article en 

prouvant deux th6or~mes d'existence qui montrent que les notions introduites 

sont non vides, et en reliant ces r6sultats au probl/~me de l'additivit6 de cr 

THI~ORI~ME 3.12. (MA.) Soit It un cardinal rdgulier, It~ <= It <= 2 "~ Il existe un 

ensemble dense d'ultrafiltres de degrd de R a m s e y  It. 

DI~MONSTRATION. On utilise la construction du Th6or6me 3.9, en indexant sur 

les ordinaux a > 2 "o, b~ tA {partitions de N}, et en construisant si P~ est une 

partition de ~, X~ v6rifiant (1) du Th6or6me 3.9, et 
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(3) pour tout X~ E P~, X~ n x 7  =< 1, ou 3n, X :  = X~. 

L'ultrafiltre ~ obtenu v6rifie q/ absolu d'apr~s (3), et q/ N-stable non 

~+-stable d'apr6s la construction de Th6or6me 3.9. 

Pour construire X~ v6rifiant (1) et (3), il suftit d 'appliquer le lemme suivant de 

la m~me mani~re que dans la construction de 3.9. �9 

LEMME 3.13. (MA.) Soit P = ( A , )  une partition de N, et (~)e<, ,  o~ h < c, 

une famille de parties de N telles que V~ < A, VJ  ~ ~I(N), X~ - I,.J . e j X ,  est 

infini. II existe alors X tel que Vn, X fq X ,  <= 1 et V~, X n Xe est infini. 

DEMONSTRATION. Si J E ~t(N), notons Yj = C (_J ,~ jx , .  On utilise le forcing 

suivant: 

~ = { ( L J ) ,  I E Pr(N), Vn E J I f3 X,<= I, I O Yj = O}, ordenn6 par (L J)<- <_ 

(I', J ' )  si I c I '  et I' u Yj, c I tJ Yj. ~ v6rifie le c.a.c, car si I = I', (L J) et (I ' ,  J ' )  

sont compatibles. Soient E ,  = {(L J), n E J} et pour ~ < h, n ~ ~, D~., = {(L J)  

I n x~ =>n}. Les E,  et les D~,, sont denses. Si G est g6n6rique pour la famille 

(E,) ,~U(D~,~)~<~,,~,  on v6rifie ais6ment que X =  t_J{L ~ J ( L J ) ~  G} con- 

vient. �9 

COROLLAmE 3.14. (MA +2  N~ N~.) L'ensemble des ultrafiltres absolus c- 

stables et l' ensemble des ultrafiltres absolus non c-stables sont denses dans ~ ~ - ~. 

Les r6sultats que nous venons d'6tablir permettent  de r6pondre aux 

probl6mes que nous posions au d6but de cette section concernant l'additivit6 de 

la famille ~ selon l'ultrafiltre q/: 

Si ~//est un ultrafiltre libre sur N, nous dirons que 0//est N-additif,. ~ =< c, si ~ 

est ~t-additif, et nous notons 8(0-//), degr6 d'additivit6 de o-//, N(0//) = sup{n, q /es t  

~-additif}. Alors si 0// est absolu, N ( ~ ) =  N~(q/), et par suite les r6sultats 

pr6c6dents peuvent s 'exprimer par 

COROLLAIRE 3.15. 

(1) (MA.) Pour tout 1~ r~guIier 1~ <= N <= c, l' ensembIe des ultra]iltres de degr~ 

d'additivitd N e s t  dense dans ~ N - N .  

(2) (MA+2N~ I1.) La classification de [3 N-N  par le degr~ d'additivit~ 

~tablit une distinction ~ l'intdrieur de l'ensemble des ultrafiltres absolus. 

Nous terminerons cet article en montrant  que l'N-stabilit6 et la notion 

d'ultrafiltre absolu sont ind6pendantes: 

THI~ORI~ME 3.16 (MA.) Soit 1~ rdgulier, N1 <= N < c. II existe un ensemble dense 

darts ~ • - N d'  ultrafiltres v~rifiant Np (ql) = I~, ~ (ql) = No. 
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DI~MONSTRATION. Soit (A.) .~ une partition de IN en ensembles finis, 

card A,  = n; si X est une partie de N, on note 

Cn (X) = card X n A,, et ~0 (X) = lim sup ~o. (X) .  

Nous allons d 'abord 6tablir un lemme: 

LEMME 3.16. (MA.) Soient (A,),<,  et (Be),<~, avec A < 2 '~ deux [amilles 

de parties de N vdrifiant 

V~:o, Sj, " " ~, < A, ~o (B~o "- 0 A , , )  --- + oo. 
I 

II existe alors X CN tel que 

X O A e  estfinipour so<A, et ~p(XOB~)= +o%sC<a.  

D~MONSTRATION DE LEMME. Si J E PI(A), on note A~= (;Ue~J. On d6finit le 

forcing suivant: 

~ = { ( L J )  I~PI(N),  J ~ P I ( A ) ,  I A A ~ , = O }  ordonn6 par (I,J)<=(I',J ') si 

I C I '  et I '  U A ~,C I U A ~. P v6rifie c.a.c. On dEfinit pour tout s c E,  = {(L J>, 

~ E J }  et pour tous ~ < A ,  k EN, D,,k = {(/,J), 3n~o.(IOB,)>-k} les E,  et les 

D,,k sont denses, et si G est g6n6rique pour cette famille, alors X = U{/, 

3J(L J)  E G} convient. �9 

DZMOr~S'rRATION t)U TH~OREME. On commence par construire grace au 

Lemme 3.16 une famiUe (X~)~<. de parties v6rifiant 

~ < ~  f f  o X~estfini,  e t ~ < ~ t ~  ~(X~176 0 +or 

Puis on d6finit par r6currence une famille (X~) . . . .  v6rifiant 

(1) VIEPt(2"~ Via<N, 3~1(I,~)tel que ~0(X~,~,~) = + ~  

(2) si B~ = {XT, ~: < A,, A~ < N} est un 616ment de B (cf. 3.9) alors 

ou bien V~:<A~, X ~ - X 7  est fini 

ou bien 3~(a),X~ = CX~t~). 

Si q/ est engendr6 par les (X~)~<. et les (X~) . . . .  q/ est un ultrafiltre de degr6 

de stabilit6 ~t d'apr6s (2) et la construction des X~, et 0//n'est pas absolu puisqu'il 

n'est pas selectif pour la partition A.  d'apr~s (1). On peut commencer  la 

r6currence puisque V'0 > ~ ~p(X,,~,,)= + ~ .  Supposons avoir construit les 

(x.).<o. 
ler cas: VI ~ P~(a), V ~ < ~ ,  :l n (I, ~:) tel que ~J~P~(A~), 
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u 
~ J  

On applique alors le Lemme 3.16 aux (CXT)~<~ et aux (X1,e,~(J,o), I E/~;iN), 

X obtenu par ce lemme convient comme X~. 

2~me cas:  Sinon, il existe Io,r tel que Vv/, : lJ(~)  avec q~(XJo.~o,~- 
U ~ c x T ) <  +o~. 

Soit �9 l'application r / <  1~ ~-, ~( '0)  = J. I1 existe, d'apr~s la r6gularit6 de N Jo 

tel que ~-~(Jo) soit cofinal h 1~. Alors, si X =  U ~ J o C X T ,  XOX1,~,~= 

X~,~,,, n U~oC. X7 3 X~.~,,, n X~o,~,,, n U.,oc x 7  = Y, "o' ~ ~-'(Jo), et Y = 

X.ou,.~u~(~,~o~,~..~,~'~ -' (X,o,~o,~, -" U joe X~). 
Par suite si r/>= r/ (I u Io, sup (~, ~:o)) et 7' => ~7, ce qui est possible puisque 

xtt-~(Jo) est cofinal, alors 

( Y ) =  + %  donc ,p(XOXj,~, . )=  +oo. 

Comme X = U .~jo C XT, I'un des z, Zo, est tel que XTo v6rifie (1). On pose alors 

x~ = xTo. �9 
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