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UNE METHODE TOPOLOGIQUE POUR
L’ETUDE DE LA PROPRIETE DE RAMSEY

PAR
ALAIN LOUVEAU

ABSTRACT

The paper is devoted to the study of some particular subclasses of the class of
Ramsey sets, each one associated with an ultrafilter on N. By topological
methods, we show that every such class contains the analytic sets. This
generalizes the results of Silver and Mathias on this subject. Furthermore some
applications to functional analysis are given, and a discussion of the additivity of
these classes and of the Ramsey property of the ultrafilters is presented, under
the hypothesis of Martin’s Axiom.

Cet article est consacré a I'’é¢tude d’une sous-famille des sous-ensembles
Ramsey de 2?.(N), oi P.(N) désigne ’ensemble des parties infinies de N. Cette
sous-famille, €a, définie a partir d’un ultrafiltre non trivial % sur N, permet de
généraliser les théorémes de Silver et de Mathias concernant les ensembles
analytiques.

La premiére partie du travail est consacrée a la définition de la famille €, et a
la démonstration du résultat principal de cette section: il existe une topologie sur
P.(N), plus fine que la topologie produit, et pour laquelle les ensembles ayant la
propriété de Baire sont exactement les éléments de €a.

On déduit facilement de ce résultat la stabilité par 'opération A de Souslin de
la famille %, donc les résultats de Silver et de Mathias sur les ensembles
analytiques.'

Dans la seconde partie, nous appliquons les résultats de la premiére section
aux problémes d’extration de sous-suites. Un corollaire du théoréme principal
permet d’obtenir dans certains cas un théoréme d’unicité de limites. Ce résultat
est ensuite appliqué au probleme des suites simplement convergentes presque
partout en moyenne de Césaro dans les espaces L,(u).

' Depuis la rédaction de cet article, E. Ellentuck a publié, au J. Symbolic Logic 39 (1974), un
article, A new proof that analytic sets are Ramsey, dans lequel il démontre directement, par une
méthode topologique analogue 2 la notre, le théoréme de Silver, en n’utilisant que I'axiome du choix
dépendant.
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La troisi¢me section est consacrée a I’étude du degré d’additivité de la famille
%a selon l'ultrafiltre . Ceci fournit une classification des ultrafilfres sur N selon
les cardinaux =2, classification dont nous démontrons que moyennant des
hypothéses convenables, par exemple MA + 2% > R, elle établit des distinctions
a l'intérieur des classes d’ultrafiltres déja étudiées, et en particulier des ul-
trafiltres absolus.

1. La classe €, des ensembles complétement %-Ramsey

Si X est un ensemble, désignons par P (X) [resp. P(X), P;(X)] les sous-
ensembles [resp. infinis, finis] de X.

Une partie & de P.(N) est dite Ramsey s’il existe une partie infinie X de N
telle que P-(X)C& ou P.(X)CCZ (CZ désigne le complémentaire de &).

Historiquement, I'étude de la propriété de Ramsey des sous-ensembles de
P.(N) a consisté a démontrer successivement que les ensembles ouverts, puis
boréliens puis analytiques pour la topologie produit de ?.(N) étaient Ramsey. Et
pour obtenir ces résultats, on a cherché 3 démontrer la stabilité par certaines
opérations de la famille des ensembles Ramsey.

Malheureusement il est facile de voir que cette famille, au moins en présence
de TI'axiome du choix, est trés peu stable (elle n’est alors pas stable par
intersection finie). Aussi la difficulté a été d’isoler des sous-familles de cette
famille, contenant les ouverts, et possédant de meilleures propriétés de stabilité.
C’est ce qu’'ont fait Galvin, Prikry puis Silver avec la famille des ensembles
complétement Ramsey (cf. [9]).

Nous proposons ici une autre sous-famille, €4, définie a partir d’un ultrafiltre
sur N, et qui offre d’une part ’avantage de permettre des démonstrations directes
(la démonstration du théoréme de Silver ne fait intervenir par notre méthode
que l'existence d’un ultrafiltre non trivial sur N), deuxiémement d’englober i la
fois les résultats de Silver et de Mathias sur les ensembles analytiques, et enfin de
donner les résultats sous une forme topologique qui facilite les applications.

Notations: Dans toute la suite, U désignera un ultrafiltre non trivial sur N.
Nous noterons ®, I'ensemble des applications ¢ de P;(N) dans .

Soit ¢ € Do, et X ={x,, -, X, * * * }, Xp41 > X,, une partie de N. Nous dirons X
satisfait ¢ si x; € ¢(J) et pour tout p <card X, x,+1 € ¢ ({x1," ", X, }).

Nous noterons 0, = {X, X satisfait ¢}, et 05 = 0, N P(N), O, = 0, N P;(N).

Soit A la différence symétrique. Si I € Z4(N), £ € ?(N), nous noterons
IAZ ={IAX, X € %}, etsi ¢ € Py, O, = IAC,, et de méme pour 07, et OF,.
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DErINTION 1.1, Une partie Z C P.(N) est dite complétement %-Ramsey si
elle vérifie:

Vleg)f(N), 3(0 Eq)tu, :OC% ou @;;CC%

Nous noterons € I'ensemble des parties complétement % -Ramsey de P.(N).

La Définition 1.1 peut paraitre peu naturelle. Cependant elle représente un
bon raffinement de la propriété de Ramsey et de la propriété étudiée par
Mathias et par 'auteur pour les ultrafiltres absolus, comme le montrent les deux
propositions suivantes:

ProposiTION 1.2, Soit & complétement U-Ramsey. Alors ¥ est Ramsey.

DEmMoNsTRATION. Il est facile de vérifier que si ¢ € @, alors I'application ¢
définie par

95 ({xb T x"}) = an ¢ ({X1, Y xp})

vérifie ¢ EDy, 0; CO, et VX E O, P(X)C ;.
Si & € €., il existe alors ¢ telle que O7,C& ou 0,CCZ. Si X € P.(N) satisfait
@, alors P(X)CZ ou PAX)CCZ.

ProrosiTioN 1.3.  Soit U un ultrafiltre absolu, et  complétement U -Ramsey.
Alors & vérifie la propriété de Mathias, c’est-a-dire

Aveu, PU)CX ou PU)CCZ.

DEMONSTRATION. Nous utilisons 'une des propriétés caractéristiques des
ultrafiltres absolus, énoncée par Sirota et étudiée dans [6], et qui avec nos
notations s’exprime de la facon suivante:

Il y a équivalence, pour un ultrafiltre non trivial % sur N, entre

(1) % est absolu

(2) pour toute ¢ & Pg, il existe ¢’ € Pa, ¢’ constante, telle que 07 CO7,.

La Proposition 1.3 se déduit immédiatement de ce résultat. ]

REMARQUE. Dans [7], nous avons étudié la famille 4. lorsque % est un
ultrafiltre absolu. La Proposition 1.3 montre que la définition donnée dans [7] et
notre définition de €4 coincident dans le cas % absolu. Nous reviendrons dans la
troisiéme section sur cette proposition et sur la propriété de Mathias.

Les résultats de Silver peuvent étre déduits de I'étude faite dans [7], mais
nécessitent alors I'hypothese parasite de I’existence d’un ultrafiltre absolu sur N.



100 A. LOUVEAU Israel J. Math.

Nous allons maintenant introduire les deux outils importants de cette section:
la topologie % et une application ma, qui “mesurera’ la grosseur d’un ensemble
Z C P(N) relativement a la propriété d’étre complétement %-Ramsey. Si T est
une topologie sur un espace X, et Y CX J-adh Y désigne I'adhérence dans X
de Y pour la topologie J.

DErFniTION 1.4. (1) Nous noterons %, la topologie sur 2 (N) dont une base
est formée des ensembles Oy, I € P;(N), ¢ € Pa, et 45 [resp. G4] la topologie
induite par %, sur 2.(N) [resp. #;(N)].

(2) Pour & C 2.(N), on note

mm(%)={le g)f(N), 3(p eq)ou, 07¢C%}

Les topologies %4 sont étudiées dans [6], ou il est prouvé que ce sont des
topologies extrémement discontinues plus fines que la topologie produit. Le
résultat est obtenu 2 partir d’'un lemme dont nous aurons besoin:

LeEmMME 1.5.  Soit M une partie de P;(N). Pour que M soit ouverte pour G, il
faut et il suffit que M vérifie

vieM, {nIU{n}eMlcU.

L’application ma de P(P.(N)) dans P(P;(N)) doit étre considérée intuitive-
ment comme une mesure intérieure des ensembles Z C 2.(N). On vérifie
facilement que ma, vérifie

(1) ma est croissante pour l'inclusion

@) Vx, y € P(P=(N), ma(x) N ma(y)=ma(x Ny)

B) XECy > Mma(CXL)=Cma(X).

ProrosiTION 1.6.  Soit & C P.(N). mxy(Z) est ouvert et fermé pour 6.

DEMONSTRATION. (1) Soit I € ma (&), il existe par définition ¢ € P, telle
que 07,CZ. On vérifie immédiatement que 0f,Cma(Z). Donc ma (%) est
%%-ouvert.

(2) Soit I& ma(&Z). Si Fy={n, I U{n} € ma(Z)} € U, on définit, pour n € F,,
@n € Oq telle que

Tutnten C X -

Soit alors ¢ définie par ¢ ()= F,

X1 X,"',x Si xEF
et ‘P({xp"',xP}):{(P ({ : N ps}iilon. 1 ’
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Alors ¢ €@, et 05,C U cr O7uime. CZ.
Par suite I € ma (&), ce qui est contradictoire. Donc

VIZ my (&), {n, IU{n}E my(¥)}E U.

On peut alors appliquer le Lemme 1.5: Cma (¥) est Gh-ouvert. |
ProrosiTION 1.7.  Soit O un Ga-ouvert. mq, (€)= P;(N) N %4y -adh(0).

DEMONSTRATION. (1) Si I € ma(0), et Oy,, ¢ € Pa, est un voisinage ouvert
de I pour %, il faut prouver que 0, N O est non vide.

Mais comme I € m«(0), ¢; € Bu, 07, CO.

Donc 01, NOD 07, N O340 0Fpne: D, o @ N’ est définie par ¢ N
e'(N)= ()N ¢'(J), T E P,(N).

(2) Soit I € P;(N)N %a-adh(0), et soit ¢ € Pu. O, N O est non vide, et 45
ouvert. Par suite ma (0;, N C) # 2.

Mais comme O}, N ma(0)= my(07,) N my(0)= ma(Oy, N O), nous en
déduisons que I € 94-adh(ma (0)). Mais d’aprés la Proposition 1.6, ma, (0) est
4h-fermé, donc I € ma(0). ]

COROLLAIRE 1.8. Soit O un 65-ouvert. 0 € %a,.

DEmoNnsTRATION. 11 suffit de prouver l'inclusion Cme(0)C me(CO). Si
IZ ma(0), I %, -adh(0) d’aprés la Proposition 1.7, donc

oDy, O,NO=0.
Alors 07,CCO, donc I € me(CO). [ |

ProposiTiON 1.9.  Soit (&.).en une suite d'ensembles complétement U-
Ramsey. Il existe ¢ € ®o, telle que, pour tout n, Z, N O, soit ouvert et fermé pour
G

DEMONSTRATION. A chaque I € %;(N), associons ¢; € ®q vérifiant
OI«MC%I ou 0:01CC%I

et posons ¢(I)= (,,cr¢;(I). Nous allons prouver que ¢ convient:
Si XEZX. NO,, et X={x;,-+,x,--}, on a d’aprés la définition de ¢, en
posant X, = {x1, ", X.}

X e O;m‘PXn .
Par suite 0% ., N& est non vide, donc 0%, C&%. ce qui montre que
O%nex, N O est un 9az-ouvert contenant X et contenu dans O, N %.. Donc
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07N Z. est voisinage de tous ses points, donc 95-ouvert. Appliquant le méme
raisonnement a C&,, on en déduit que 0, N &, est Yy-ouvert et fermé. M

CoroOLLAIRE 1.10. % est stable par unions dénombrables (donc en particulier
tout Ga-borélien est dans €a,).

DEMONSTRATION. Soient &, € €a, et ¢ telle que &, N 05 est G5-ouvert.
Alors (U,Z.)N 03 est 95-ouvert, donc d’aprés 1.8, (U.%.) N 07 € €a. Mais
ceci implique qu’il existe ¢’ € ®q telle que 05.C(U,.Z)NOS ou 05.C
c(U.Z,)n0o3), donc 05n,CcC(U ,.2,).

Par suite @ € ma (U.%,) U ma (C(U . )). Le méme raisonnement appliqué aux
translatés (IAZ, Joen, pour chaque I € %(N), prouve que

mq,< L,,J %,.) U mau<C L"J é’Z’,,) = ?;(N).

Donc U, %, € €.. n

CoroLLAIRE 1.11.  Soit €5 = {X CP.(N), my(CX) = P(N)}. Alors
D) ZebsZEC e m(X)=0
(2) €% est un o-idéal.

DEMONSTRATION. (1) est immédiat. Remarquons qu’un %% ouvert non vide
n’est jamais dans €.

(2) €3 est évidemment un idéal. Soit (€., ).e~ une suite d’éléments de € 3. Par
translation, nous pouvons donc nous ramener & démontrer que JE
ma(CU,%.). D’aprés 1.9, ¢ € &4 telle que VnZ, N OF soit ouvert pour €7,
Comme &, NOLE €%, X.NOZ#P, donc 0;cCc U . [ ]

CoroLLAIRE 1.12. €% est I'ideal des ensembles 4% rares, qui coincide avec
I’idéal des ensembles 45-maigres.

DeEmonsTRATION.  Ceci résulte des deux remarques suivantes:

(1) 95-int(X)=T© ma(ZX)=: En effet si ma(X)# D, £ contient un
ouvert non vide 07, et si 95-int (¥) # &, alors & # ma (G5int (L)) C ma(Z).

(2) Si ¥ € €a, alors my(¥)= ma(Y5-adhZ):En effet ma(L)Cma(Gar
adh &) et si IZ mq(x), alors comme & € €a, I € ma(CZ), donc Ap E Dy, telle
que 07,CC%, donc 07,CC(95-adh &), donc IE ma(9a-adh Z).

Supposons Z9x rare. Alors %3-adhZ est d'intérieur vide, donc
ma (9Ga-adh &)= . D’aprés 1.8, Ya-adhZ € 4. Donc

Yu-adh & € €%, donc ¥ aussi.
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Réciproquement, si & € €3, alors & € %, €t nous pouvons appliquer (2):
Ma (9 adh ) = J. Donc %, -adh & € €3, donc est d’intérieur vide, et & est
rare.

Pour terminer la démonstration, il suffit de remarquer que d’aprés 1.11, €4 est
un o-idéal. On en déduit en particulier que pour %453, tout maigre est rare. ll

THEOREME 1.13. Soit Z CP(N). Il y a équivalence entre
(1) Z € 6
(2) & a la propriété de Baire pour 45.

DEMONSTRATION. Le travail a pratiquement été déja fait: Si & € 6, alors
ma (X) = ma(92-adh &), donc ¥ = Y3-adh X ~ & est un élément de €+ qui
vérifie

me(¥)=3. Donc ¥ € %7,

donc est rare d’aprés 1.12.

Donc & = 93-adh & ~ % est de Baire pour %5.

Réciproquement, si & a la propriété de Baire pour 95, & = ¥A¥Y', ot ¥ est
Ga-ouvert et ¥’ est Y5-maigre. Mais d’aprés 1.8 les ¢35, ouverts sont dans €4, et
d’aprés 1.12, les %% maigres sont dans €%. Donc & € €a. ||

Notons & la plus petite famille engendrée a partir des ouverts pour la
topologie produit sur 2.(N) par l'opération A et par complémentaire. (A
contient en particulier les ensembles analytiques et les ensembles co-
analytiques.)

CoROLLAIRE 1.14. €y est stable par I’opération A. En particulier of C €.

DEeMoNsTRATION.  Ceci est vrai des ensembles ayant la propriété de Baire sur
tout espace topologique. De plus, comme la topologie %% est plus fine que la
topologie produit, & C 6a. n

Utilisant ce corollaire et les propriétés 1.2 et 1.3, on en déduit les résultats de
Silver et Mathias:

CoROLLAIRE 1.15.

1) SiZx edA', & est Ramsey.

(2) Si U est un ultrafiltre absolu, et X € A, alors X a la propriété de Mathias
relativement a U.

Dans la seconde section, nous allons appliquer le Théoréme 1.13 a des
problémes d’analyse fonctionnelle.
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2. Applications a I’analyse fonctionnelle

Nous allons d’abord appliquer le Théoreme 1.13 a un résultat d’unicité de
limites:

ProposiTION 2.1.  Soit P.(N) muni de la topologie Ga, et f une application
ayant la propriété de Baire de P.(N) dans un espace E a base dénombrable. Il
existe alors ¢ € Qg telle que f soit continue sur 07, donc en particulier X € P.(N),
tel que f soit continue sur P.(N).

DEMonsTRATION. E étant 2 base dénombrable, et f ayant la propriété de
Baire de 2?.(N) dans E, f est continue sur un 95— G; résiduel de ?.(N). Comme
pour 95, tout maigre est rare, f est continue sur un 95 ouvert dense 0. En
particulier & € m(0), donc ¢ € Pq, O,CO. [

PropPoSITION 2.2. Soit f une application continue de (P.(N), G3) dans un
espace E ou tout point est un Gs, vérifiant, pour I € P;(N) et X € P.(N),

fIAX) = f(X).
Alors f est constante.

DEMONSTRATION. Si x € f(P.(N)), et (V,).en est une base de voisinages
ouverts de x dans E, les ¢ '(V.,) sont des %3-ouverts non vides vérifiant
TA@e (V)= (V,), IE #;(N). Donc ) .o }(V,) est 43 dense, et f est
constante sur cet ensemble et continue partout. Donc f est constante. ]

Utilisant ces deux propositions I'une aprés 'autre on obtient le:

CoroLLAIRE 2.3. Soit f une application de P.(N) dans E a base dénombrable
vérifiant

(1) pour tout V ouvert de E, ¢ (V)E A,

) VIE P/(N), fIAX) = f(X).
Il existe alors ¢ € @4 telle que f soit constante sur O, donc en particulier
X € P.(N) tel que f soit constante sur P(X).

REMARQUE. Le corollaire a été obtenu indépendemment et plus t6t par
Sucheston et Figiel (non publié€) qui I'ont appliqué a I’étude de la propriété de
Banach-Saks dans les espaces de Banach.

Nous allons I'utiliser pour I'étude de la convergence Césaro presque partout
dans les espaces Li(u).
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THEOREME 2.4. Soit i une mesure sur un espace mesurable, et P, une propriété
des suites de fonctions . mesurables qui est héréditaire (i.e. toute sous suite d’une
suite vérifiant Py le vérifie aussi).

Les deux propositions suivantes sont alors équivalentes:

(1) De toute suite (f.) de Li(u) vérifiant Py, on peut extraire une sous-suite
convergeant Césaro simplement u p.p.

(2) De toute suite (f.) de L,(in) vérifiant Po, on peut extraire une sous-suite dont
toutes les sous suites convergent Césaro simplement u p.p. vers la méme limite.

DEMONSTRATION.  Soit (f,) une suite de fonctions de L(u) vérifiant P,, et
& ={X, (fa)nex converge simplement en moyenne de Césaro u p.p.}.
Si X={x1,""*, Xn -}, on note X, ={x;---x.} et fr = (1/|I|)Z.efi. Alors

=N U {Xlu{pr,Hq,péN,q élexMP(x)-fxmq(x)l;%}g—}.

n m N n

Comme ’application

1
X u{x139.34.0 N4 =N fu (0 frra ) 25}

est localement constante, donc continue, & est un F,; de P.(N) muni de la
topologie produit. D’apres 1.13, il existe X, € % (N) tel que P(Xo)CZ ou
PA(Xo) CCE. Comme P, est héréditaire, (f.).ex, vérifie P,. Donc d’aprés (1),
PAXo)NZ#D. Donc Po(Xo)C.

Il reste a obtenir 'unicité de la limite. Pour cela, définissons f, de ?.(X,) dans
Li(p), par fx(x)=limfx,(x)u p.p. f vérifie f(IAX)= f(X). Pour pouvoir
appliquer le Corollaire 2.3, il faut que 'espace image soit & base dénombrable.
On pose alors X = L,{) muni de la topologie de la convergence en mesure,
avec la distance d(f,g)=inf{a, p{x|f(x)—g(x)|=a}=a}, et E-=
adhx{f, I € ?;(X,)}. E est métrique séparable, donc a base dénombrable, et
comme la convergence p p.p. implique la convergence en mesure,

f(P(X))CE.
Enfin, si g €EE et € >0, notant B(g,£)={f,d(g f)=¢}, ona

f_l(B(g’E))={X€g’w(Xo),M{xIfx(x)-—g(x)|>s}§g}
=N U N0 Y {XI{aYp NI, 0lze-g}<e i+l

et comme [application X+ u{x,Vp=N|fx,, (x)—g(x)|=Ze—-(1/n)} est
localement constante, donc continue, f~'(B(g, £)) est un Gs,s de P(N) muni de
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la topologie produit, donc nous pouvons appliquer le Corollaire 2.3: Il existe
X, € P.(Xo) tel que f soit constante sur P.(X,). La suite (f, ).ex, vérifie 2). B

Chatterjee ([3]), Komlos ([5]) et Gaposhkin ([4]) ont démontré que les deux
propriétés (1) et (2) étaient vraies dans tout espace L.(u ) lorsque ’on prend pour
P, la propriété d’étre une suite bornée de L.(u).

Mais la démonstration de (2) utilise une propriété technique plus forte que la
propriété (1) et qui est héréditaire et vraie dans tout L,(u ), alors que par notre
méthode, (2) se déduit de (1) sans recourir a une propriété technique auxilliaire,

REMARQUE. Le Corollaire 2.3 ne reste pas vrai lorsqu'on remplace
I’hypotheése E a base dénombrable par E compact séparable, comme le montre
le contrexemple suivant, pourtant tentant:

Placons nous dans les hypothéses du Théoréme 2.4, et soient (f,) vérifiant (1).
On démontre facilement que I’application f définie dans la démonstration du
théoréme est constante sur un 9z-ouvert dense, en utilisant 2.1 et 2.2. Par suite
la limite commune des sous-suites convergeant Césaro ne dépend que de
l'ultrafiltre %.

Supposons maintenant avoir une suite (f, ).~ de fonctions continues sur 2 (N),
bornées en norme par 1. Alors pour toute u € IM:(P (N)), la suite (f, ) est bornée
dans Li(u), et d’aprés le résultat de Gaposhkin, vérifie (1).

Donc % étant fixé, on peut définir pour chaque p une fonction unique f. de
Li(p)-

Soit ¢ Tl'application X—{x € P(N), fx.(x) converge simplement quand
n— o} de P.(N) dans 2”®. Alors ¢ est borélienne et ¢(IAX) = ¢(X).

Si nous pouvions appliquer le Corollaire 2.3 a ¢, on voit facilement que ’on en
déduirait alors une fonction f unique telle que f=f, u p.p.,, donc une f
universellement mesurable vérifiant (2) pour toute p € M,(P(N)). Mais, en
appliquant (2) a chaque &, x € ?(N), on en déduit que

Vx f(x)= liqunf,.(x)

et ceci est impossible en général: On peut facilement trouver des f., par exemple
les fonctions (1a, Jaen, 00t A, est l'ultrafiltre de base {n}, continues sur P (N), et
telles que limg f, ne soit pas universellement measurable.

3. La propriété de Mathias et Padditivité de €,

Pour étendre a d’autres classes d’ensembles les résultats obtenus pour les
ensembles analytiques, deux voies sont possibles: D’une part, étudier 'ap-
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partenance a3 €. des ensembles projectifs des classes supérieures, et d’autre
part, la stabilité de €. par des opérations non dénombrables, en particulier les
unions de cardinal < 2",

En faisant cela pour les ensembles complétement Ramsey, Silver ([9]) a
démontré d’une part que I'axiome de Martin (MA) implique que les ensembles
complétement Ramsey sont stables par unions de cardinal <¢, donc en
particulier MA + 2" > N, implique que les PCA sont Ramsey.

D’autre part, en utilisant les méthodes de Shoenfield, il a prouvé que
moyennant I’existence d’un cardinal mesurable, on peut éliminer I’hypothese
parasite MA + 2" > N,.

Les méthodes employées ici ne conviennent pas pour utiliser les résultats de
Shoenfield, puisque la définition de € fait intervenir un ultrafiltre non trivial.
Aussi les seuls résultats que nous connaissions sont les suivants:

(1) Si V=L, on construit facilement un ultrafiltre absolu PCA et CPCA.
Comme AU absolu— U & %a, on en déduit un U tel que tous les PCA et CPCA
ne sont pas nécessairement complétement 4 -Ramsey.

(2) Avec MA, et si les ensembles PCA sont complétement Ramsey (par
exemple si 2" >N, ou s’il existe un cardinal mesurable), alors I’ensemble des
ultrafiltres U pour lesquels les PCA sont dans € est dense dans SN— N. Mais
nous ne savons pas si dans ce cas les PCA sont dans € pour tout %.

La seconde direction d’étude va se révéler plus riche. Alors qu’avec MA les
ensembles complétement Ramsey sont stables par unions de cardinal < ¢, nous
allons voir que sous la méme hypotheése, les ensembles €a peuvent avoir, selon
le choix de U, tous les degrés d’additivité possibles. Classant les ultrafiltres selon
ce degré, nous obtenons une notion qui établit une distinction a l'intérieur de la
famille des ultrafiltres absolus (moyennant MA + 2% > N,), ce qui répond a une
question de G. Choquet.

Au lieu d’étudier directement I'additivité des classes %a, nous allons nous
intéresser a la propriété de Mathias. Comme les deux notions coincident lorsque
%Y est absolu, nous obtiendrons en méme temps les résultats d’additivité pour les
deux classes. De plus, ceci permet de caractériser, combinatoirement et to-
pologiquement la propriété qui doit étre ajoutée a U absolu pour que € ait un
meilleur degré d’additivité.

Les classes Mo, et D% sont défines par analogie avec les classes 6o et €3; en
se restreignant aux ¢ € @4 qui sont constantes. Si cette constante est U on a
alors 0; = ?.(U), et notant 07, par abus de notation, 07y, on pose

My ={F CP.(N), VIE P(N), AUE U O7,CZ ou 07,CC}
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et
My ={Z CPN), VIP?;(N), IUE U O7,CCX}
Avec ces nouvelles définitions, la Proposition 1.3, peut étre complétée en:

PRrOPOSITION 3.1. Les assertions suivantes sont équivalentes, pour U ultrafiltre
non trivial sur N:

(1) % est absolu

(2) Mo, = €

(3) M est o-additif

(4) BoCWMa [ou Bo désigne la famille des boréliens de P(N)].

DEMONSTRATION.

(1) = (2) est la Proposition 1.3.

(2) > (3) résulte du Théoreme 1.13: €4 est toujours o -additif.

(3) = (4): I est facile de vérifier que, pour tout %, les ouverts et fermés pour
la topologie produit sont toujours dans . Par la o-additivité, on obtient
Bo C WMoy

(4) > (1): soit ? = (X, ).e~ une partition de N en ensembles non dans 4. Il
faut prouver qu’il existe UE¥U tel que Vn UNX=1 Soit s =
{X,VnX N X, =1}. Z» est un F,, donc d’aprés (4), X» € Ma. Par suite, il existe
U €U tel que P(U)C%s ou P(U)CCXs Comme il est facile de voir que
PUYNZe # D, U E Zs. ]

La o-additivité de €. a été obtenue, dans la premiére section, grice a la
Proposition 1.9, analogue du lemme de Galvin Prikry pour les ensembles
complétement Ramsey (cf. [9]). Comme nous voulons généraliser cette proposi-
tion, nous allons d’abord étudier pour quels ultrafiltres la Proposition 1.9 est
vraie pour la famille Mo,

DerINiTION 3.2, Un ultrafiltre libre % sur N est dit Galvin-Prikry si pour tous
(Z)nen, X € Ma, il existe U € U tel que ., N P.(U) soit ouvert dans P.(U),
pour tout n.

LemMme 3.3. Soit U un ultrafiltre P-point sur N. Alors pour toute ¢ € Do, il
existe un U € U tel que {I, U —ICe(I)} est cofinal, pour I’inclusion, a P;(N).

DEMONSTRATION.  Soit U° qui diagonalise les ¢ (I). Un tel U°E U existe
puisque AU est P-point. On pose alors Uj=e(I)NU®, Ui= N{Uj,
supJ =sup I}, puis Ui= Ui—{[0,sup(U°NCcUD]U[0,supI]}. On obtient
alors une famille (U3) d’éléments de U qui vérifie (en posant U° = {x.,, m EN})
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VI, An(I) Uj={x..m = n(I)}, avec n(I)=n(J) pour supI =suplJ.

Si {k,n({k})=k +1} est infini, U° convient. Sinon, on peut supposer cet
ensemble vide, et on pose 1,..=n({x,}), puis U,= U, (x5, X1l et
U,= U, X1, X1,,.5[- L'un des U, i = 1 ou 2, est dans %. Il convient: En effect
il vérifie que K ={k, U—{xo, -, X} C Ulqy-x} est infini. Mais si 1€ P:(N),
3k €K, supl = x.. Alors IC[0,x:] et

U- [0, xk] =U—{xo" "+, x}C U?Xo‘-",n) Ceo ([Oa Xic ])
par définition des U3. |

THEOREME 3.4. Les propositions suivantes sont équivalentes, pour U ultrafiltre
libre sur N:

(1) U est Galvin Prikry

2)M3, est o-additif

(3) pour toute famille (U,,.), I € #;(N,n EN, d’éléments de U, il existe U € U
tel que Yn, 31(n) vérifiant I(n)CU CI(n)U Ujyn

4) U est P-point.

DEMONSTRATION.

(1) > (2): soient &, € M. D’apres (1), il existe U tel que Vn, &, N P(U)
soit ouvert dans P.(U). Mais un tel ouvert relatif ne peut étre dans N3, que s’il
est vide, par suite P(U)CC(UZ.). Le méme raisonnement appliqué aux
translatés (IAZ:)nen, I € P;(N), prouve que U ,Z, € M.

(2) > (3): posons,pourn EN, &, = U reo,m0 Otus,. On vérifie facilement que
C%. €M%, donc d’apres (2), U ,C%. € ME. Par suite AU € U tel que U €

M .Z.. Donc Vn, 3I(n) U € OFu,... €t ceci veut exactement dire I(n)CU C
Ul(n),n-

(3) > (4): si (U,), n EN est une suite d’éléments de %, on pose pour
I € #4(N), Uy, = U,. D’apres (3), il existe U € U tel que Vn, 3I(n), U - I(n)C
U.. Donc U — U, est fini.

(4) > (3): pour chaque n, on peut trouver d’aprés le Lemme 3.3 un U, € %
tel que J, = {I, U, — I C Uy,} est cofinal & P;(N). Si U € U diagonalise les U,, on
pose I°(n)=U-U,, et I(n)EJ, I(n)DI°n). Alors I(n)NUCU et U-
ImM)NUCU,-{I(n)UI(n))=U, - I(n)C U,

(3) = (1): soient € Ma. On choisit, pour tout I € P¢(N) U, € U tel que
05, C%. ou O%y,, CCZ,, et tel que Uj, C Uy, pour J CI Soit alors U € U tel
que Vn, 3I(n), U-I(n)CUimm et soit XE X, N P(U). Oxniem),u-1nC
0%ty Usnionyn €St contenu dans &, ou C&,.. Comme X € &, N Oxarem,u-1n
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O%n1my.u-10,) €5t Un voisinage ouvert de X dans ?.(U), et par suite Z, N P.(U)
est ouvert dans #.(U). |

Ce théoréme va nous permettre de définir des extensions de la notion de
P-point en rapport avec l'additivité de N3, et d’absolu en rapport avec
I'additivité de M.

Toutes ces extensions n’ont d’interét qu’en niant ’hypothése du continu, c’est-
a-dire en supposant 2™ > R,. Mais ceci est possible car si les premiers théorémes
d’existence d’ultrafiltres spéciaux utilisaient 2" = R, les travaux de Booth ([2]),
puis de Blass ([1]) ont montré que des hypothéses strictement plus faibles
suffisaient pour faire les principales constructions, en particulier I'axiome de
Martin (MA). Dans cette section, les principaux théorémes d’existence sont
obtenus moyennant cet axiome. En conséquence, les démonstrations utilisent
frequemment, dans des lemmes préliminaires, des méthodes de forcing. Pour ces
méthodes, et pour ’étude de I'axiome de Martin, nous renvoyons 2 [8], ou est en
particulier énoncé le résultat de consistence suivant, qui montre le champ
d’application des résultats de cette section:

Soit M un modele dénombrable standard de ZF, et 0 un ordinal tel que dans M
“@ est un cardinal régulier et 8'<8 = 2° =0 est vrai. Il existe alors une
extension générique de M qui vérifie MA +2"% = 4.

Dans ce qui suit, A, N désigneront des cardinaux, «, 8, 1, §, des ordinaux. Si
A CP(X), o X est un ensemble, A est dit N-additif si pour tout A <N, toute
union de A éléments de U est dans U.

L’extension naturelle de la propriété topologique des P-points dans SN—N
conduit aux définitions suivantes:

DeFiNiTION 3.5.

(1) un ultrafiltre % sur N est dit N-stable, si pour toute famille (Uy);<a
d’éléments de U, A <N, il existe U € U, U — U, est fini pour tout & <A.

(2) Pour tout %, on note 8, (%) =sup{N, U est N-stable}. 8,(%) est appelé
degré de stabilité de U.

REMARQUES.

(1) Dans le cas 8 = ¢, la notion 3.5 (1) avait été envisagée par Booth dans sa
theése ([2]) sous le nom de super P-points.

(2) On a toujours No = N, (%)= 2" et la notion habituelle de P-point corres-
pond & R, (U)=N,.
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ProrosITION 3.6.  Soit U un ultrafiltre libre. U est N, (U )-stable, et R, (U ) est
un cardinal régulier.

DEMONSTRATION. AU est N,(9U)-stable d’aprés la définition de I’N-stabilité.
Comme % n’est pas 8, (9 )" stable, il existe une famille (Uy )¢<x, ) d’éléments de
9, non diagonalisable. Par I’N,(U)-stabilité de %, on en déduit une famille
(Ue<n,@) d’éléments de % non diagonalisable et presque décroissante (i.e.
décroissante aux ensembles finis prés). Mais si R, (%) n’est pas régulier, il existe
A cofinal a 8, (U), card A <K, (%U). Alors la famille (U, est diagonalisable
et cofinale & (Up¢<x, ) c€ qui est contradictoire.

La théoréme qui suit est I'analogue du Théoreme 3.4. Il montre que toutes les
généralisations de la notion de P-point envisageables d’aprés ce théoréme sont
équivalentes:

THEOREME 3.7. Les propositions suivantes sont équivalentes ; pour U ultrafiltre
non trivial sur N:

(1) U est R-Galvin Prikry: Pour toute famille (Z)e<, d’éléments de Mo, et
A <N, il existe U€E U tel que V&€ <A, Z, N P(U) est ouvert dans P.(U)

(2) M3 est N-additif

(3) pourtous (Ure), I € P;(N), £ <A, Ure € U et A <N, il existe U € U tel que
VE<A FIE)CU U-T(§)C Uk

(4) U est N-stable.

DEMONSTRATION. Si N =R,, les 4 propriétés sont vérifiées pour toute ul-
trafiltre libre %. Si N = N;, la démonstration est formellement analogue 4 la
démonstration du Théoréme 3.4. Dans la démonstration de (4) = (3), on utilise
le fait que % N-stable, 8 = X,, implique % P-point, donc que ’on peut utiliser le
Lemme 3.3.

Nous allons maintenant démontrer I'existence d’un ultrafiltre % de degré de
stabilité donné N =2, en utilisant MA. Booth avait déja démontré ce résultat
d’existence dans le cas N = 2. La difficulté de la construction dans le cas général
provient du fait qu’il faut éviter que U soit N*-stable, difficulté qui n’existe pas
dans le cas étudié par Booth.

La construction par récurrence va étre possible grice au lemme suivant, di 2
Solovay, et qui se démontre par des techniques de forcing.

LemME 3.8. (Solovay, [8].) (MA.) Soient 8 <2, et (A¢)e<n €t (Bg)e<n des
familles de parties de N vérifiant pour tous

§0’ 51, Y fn, Bgn - L"J Ag.‘ est inﬁnie.
1
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Il existe alors X CN tel que Y& X N A, est fini et X N B; est infini.

THEOREME 3.9. (MA.) Soit R un cardinal régulier, N = 2". L’ensemble des
ultrafiltres libres U sur N tels que X, (U)=N est dense dans BN~ N,

DEMONSTRATION. On commence par définir une famille (X$%),<w strictement
presque décroissante, de parties infinies de N, c’est-a-dire vérifiant

VEN <N, E<n 2 X, — X, est fini,

et V&€ <N, X, ~ X;., est infini. Ceci est possible par applications successives du
Lemme 3.8, ol on prend pour tout & B, =N. (Si N = ¢, la démonstration est
finie.)

On définit ensuite par récurrence une famille (X, )., de parties de N. Soit B
I’ensemble des familles (A;):<i, A <N. Alors

card B = AU" 2* etcomme MA = 2* =2% pour A <2%, card B = 2".

On indexe B sur les ordinaux a <2, et on construit les X, vérifiant

(1) VIE P,(2%), YE <N, An( &) tel que Xy = [ e X N XIN CX? soit
infini;

(2) Va, ou bien V&€ < A, X, N A est fini, ou bien Ié(a), X, = A ).
Si AU est l'ultrafiltre engendré par les ensembles cofinis, les (X%);<x €t les
(Xa)a<2 U est N-stable d’apres (2), et non K*-stable puisque d’aprés (1) il ne
diagonalise pas la famille (X$)¢<x.

La construction peut étre commencée, car X 4¢,= X3N CX? est infini pour
1 > £ Supposons avoir défini les (Xs)a<a-

lercas: VIE Py(a), V¢ <R, 3n (I ¢) tel que VJ € Py(A.), Xrn= U pes AZ
est infini.

On applique alors le Lemme 3.8 aux deux familles (A$)e<n, €t Xignwe
I € P(a), £ <N.Si X vérifie les conclusions du lemme, on peut poser X = X..

2éme cas: Sinon, il existe I, et & tels que Vn <N, 3T = ¢(n), J € P(A.), tel
que Xpan — U e AT est fini.

D’apres la régularité de N, il existe J, € P;(A, ) tel que ¢ ~'(Jo) soit cofinal a K.

Si X = U epAS alors VL &, X N Xy, vérifie, pour 0’ € ¢ '(Jo), Xpgm N
Xien= XN Xpgqestfini et Xy gn N Xign = X gunsupicot)intin'm) @ UN ensemble fini
pres. Par suite, si n = n(Io U I, sup (&, £)) et 7' = 7 (ce qui est possible d’aprés la
cofinalité de ¢ '(Jo)), alors X N X, est infini.

Comme X = U e, A et que I'’ensemble des parties ne vérifiant pas (1) est
un idéal, 'un des A, A, vérifie aussi (1). On pose X, = A, n
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REMARQUE. D’aprés cette démonstration, on voit qu'on peut construire un
ultrafiltre de degré de stablilité X dans tout ouvert de BN—N,

Pour étendre la notion d’ultrafiltre absolu, on peut soit utiliser la Proposition
2.3.1, soit les résultats qui préceédent. Nous allons prouver que ces deux
extensions, moyennant MA, sont équivalentes.

DerNiTioN 3.10.  Si U est un ultrafiltre non trivial sur N, U est dit N-Ramsey
si U est absolu et N-stable.

On note R (%) = sup{N, U est N-Ramsey}, degré de Ramsey de %, lorsque %
est absolu. Si U n’est pas absolu, on pose par convention Ng (%)= N,.

D’aprés ce qui précéde, si U est absolu, alors Nz (U) =N, (U).

THEOREME 3.11. (MA.) Soit U un ultrafiltre non trivial sur N, R=c. Il y a
équivalence entre

(1) U est N-Ramsey

(2) Mo est N-additif.

DEMONSTRATION. On peut supposer N=N,;, car dans le cas de N, tout
ultrafiltre libre vérifie (1) et (2).

(1) = (2) n’utilise pas ’axiome de Martin. Si (Z; )¢<a, A <N, sont des éléments
de Mo, il existe U € U tel que V¢ X, N P.(U) est ouvert dans P(U). Alors
(U N P.(U) est ouvert dans P.(U), donc borélien, et d’aprés 1.13, appar-
tient 3 €. Enfin U est absolu, My = €a d’apres 3.1.

(2) = (1) Comme 8 =N, Ma, est o-additif, donc U est absolu (Proposition
3.1). Il reste a prouver que U est N-stable. Mais si (Ug)s<i, A <N est une famille
d’éléments de U, on pose pour chaque & %, ={X, X — U, est fini}. Les
ensembles &; € Ma, donc d’apres (2) M % € Ma. Donc il existe U € U tel
que 2. (U)C N Zou P.(U)CCN, .

Mais d’aprés le Lemme 3.8, MA implique que P.(U)N M Z:# . Donc
ve N . %. [ |

Nous avons donc trouvé une extension de la notion d’ultrafiltre absolu qui
répond au probleme de I’additivité de Ma. Nous allons terminer cet article en
prouvant deux théorémes d’existence qui montrent que les notions introduites
sont non vides, et en reliant ces résultats au probléme de I'additivité de 6.

THEOREME 3.12. (MA.) Soit R un cardinal régulier, R, =N = 2%, Il existe un
ensemble dense d’ultrafiltres de degré de Ramsey N.

DEMONSTRATION.  On utilise la construction du Théoréme 3.9, en indexant sur
les ordinaux a >2"%, % U {partitions de N}, et en construisant si P, est une
partition de N, X, vérifiant (1) du Théoreme 3.9, et
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(3) pour tout Xs €P,, X, N Xs =1, 0u 3n, X: =X,

L’ultrafiltre % obtenu vérifie U absolu d’aprés (3), et U N-stable non
N”-stable d’aprés la construction de Théoréme 3.9.

Pour construire X, vérifiant (1) et (3), il suffit d’appliquer le lemme suivant de
la méme maniére que dans la construction de 3.9. |

LemMmE 3.13. (MA.) Soit P = (A,) une partition de N, et (X )e<r, ot A <,
une famille de parties de N telles que YE <A, VI € P(N), X, — U ,es X, est
infini. 1l existe alors X tel que Yn, XN X, =1 et V¢ X N X, est infini.

DEMONSTRATION.  Si J € @;(N), notons Y; =€ U ., X,. On utilise le forcing
suivant:

P={L)), IEPN), YnEJINX,=1, INY, =}, ordenné par (I,J)=
IIYsiICIetI'UY, CIUY, P vérifielecac.carsil =0 (L Jyet (I, J"
sont compatibles. Soient E, = {{,J), n EJ} et pour £ <A, n EN, D, ={(L J)
Iﬂ=X§ = n}. Les E, et les D,, sont denses. Si G est générique pour la famille
(E.)nen U (Dgn)ecrnen, On vérifie aisément que X = U{I, IJ(I,J) &€ G} con-
vient. |

CorOLLAIRE 3.14. (MA +2">N,.) L’ensemble des ultrafiltres absolus c-
stables et I’ensemble des ultrafiltres absolus non c-stables sont denses dans BN— N,

Les résultats que nous venons d’établir permettent de répondre aux
problémes que nous posions au début de cette section concernant I’additivité de
la famille € selon lultrafiltre %:

Si U est un ultrafiltre libre sur N, nous dirons que % est N-additif, 8 = ¢, st 64
est N-additif, et nous notons R(U ), degré d’additivité de U, N(U ) = sup{N, U est
N-additif}. Alors si U est absolu, N(U)=Nr(U), et par suite les résultats
précédents peuvent s’exprimer par

CoOROLLAIRE 3.15.

(1) (MA.) Pour tout N régulier 8, =N = ¢, ’ensemble des ultrafiltres de degré
d’additivité N est dense dans BN—N.

(2) MA+2%>N,.) La classification de BN—N par le degré d’additivité
établit une distinction a I’intérieur de I’ensemble des ultrafiltres absolus.

Nous terminerons cet article en montrant que I'N-stabilité et la notion
d’ultrafiltre absolu sont indépendantes:

THEOREME 3.16 (MA.) Soit N régulier, N, = N = c. 1l existe un ensemble dense
dans BN—N d’ultrafiltres vérifiant R, (U) =N, R (U) = R,.
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DEMONSTRATION. Soit (A.).en une partition de N en ensembles finis,
card A, = n; si X est une partie de N, on note

o.(X)=card XN A,, et ¢(X)=Ilim supe.(X).

Nous allons d’abord établir un lemme:

LemME 3.16. (MA.) Soient (A¢)e<a et (Bg)e<a, avec A <2'%, deux familles
de parties de N vérifiant

Ve i b <X o(Bos U A=+,

Il existe alors X CN tel que
XNA, estfinipour £<A, et @(XNB)=+x E<A.

DEMONSTRATION DE LEMME. Si J € Pr(A), on note A;= € Ucees. On définit le
forcing suivant:

P={LJ)y I€PN), JEP,A), INA}=2} ordonné par (I, T)=(I',J’) si
ICcI' et 'UAWCIUAYL P vérifie c.a.c. On définit pour tout ¢ E; = {L,J),
&€ J} et pour tous § <A, k EN, D, ={(I,J), Ane, (I N B;) = k} les E; et les
D,, sont denses, et si G est générique pour cette famille, alors X = U{],
3J{I,J) € G} convient. [ |

DEMONSTRATION DU THEOREME. On commence par construire grice au
Lemme 3.16 une famille (X3),<. de parties vérifiant

E<n > X2— Xiestfini,et § <N > o(Xi— X3.1)= + .

Puis on définit par récurrence une famille (X, ).<., vérifiant
(1) VI E P,(2%), V¢ <N, (L ¢) tel que @ (X en) = +
(2) si B, ={X§, & <As Ao <N} est un élément de B (cf. 3.9) alors

ou bien V¢é<A, X,—Xi est fini
ou blen Bé(a ),Xa =C X?(a).

Si U est engendré par les (X9);<x et les (X )ace, U est un ultrafiltre de degré
de stabilité N d’aprés (2) et la construction des X¢, et U n’est pas absolu puisqu’il
n’est pas selectif pour la partition A, d’apres (1). On peut commencer la
récurrence puisque V79 >§¢ ¢(X4eq)= + . Supposons avoir construit les

(X5 )<
ler cas: VI € Pi(a), VE <N, An (I, &) tel que VJ € P(A.),
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o(Xien | €X3) = +o.
£eJ

On applique alors le Lemme 3.16 aux (CX%)¢<s, €t aux (Xieq00) I € Ij;(N),
&< A ,

X obtenu par ce lemme convient comme X,

2éme cas: Sinon, il existe I, &, tel que V%, 3J(n) avec ¢ (Xy g —

U cas€CX3)< + 0,

Soit ¥ I'application n <N+ W(n)=J. Il existe, d’aprés la régularité de N J,
tel que ¥7'(Jo) soit cofinal a N. Alors, si X = U.cn€CXs XNXyen=
XienNUKC XD Xien N Xipan NULCX2=Y, 7'€V¥'(J), et Y=
Xt = Kot = U £€ X3).

Par suite si 5 =7 (I U L,sup(§ &)) et 7' =7, ce qui est possible puisque
W¥'(J,) est cofinal, alors

e(Y)=+o, donc @(XNX,.,)= +=.

Comme X = U ¢, € X2, l'un des z, 2, est tel que X3, vérifie (1). On pose alors
X. = X5, |
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